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在 谢 郑 杰 教 授 开 创 性 工作 的 基础 上 , 体 上 的 矩阵 理论 十 几 年 
来 已 有 了 长 足 的 进展 .众所周知 ,矩阵 方程 是 矩阵 论 中 的 重要 研究 
方向 之 一 ,但 由 于 体 上 一 般 元 素 乘 法 的 非 可 换 性 ,给 问题 的 处 理 带 
来 了 相当 大 的 困难 ,致使 复 矩 阵 论 中 的 很 多 有 效 的 基本 方法 与 技 
巧 难以 仿效 运用 , 复 矩 阵 方程 的 常规 解法 在 体 上 大 都 失效 . 体 特别 
是 任意 体 上 人 矩阵 方程 方面 的 研究 成 果 至 今 仍 不 多 。 而 矩阵 方程 的 
研究 除了 理论 上 的 重要 意义 外 ,还 在 数学 ,力学 ,理论 物理 .理论 电 
工 技术 、 通 感 技术 等 各 种 领域 中 有 广泛 的 应 用 ,同时 在 国内 外 文献 
中 ,尚未 见 到 系统 而 全 面 地 论述 矩阵 方程 方面 的 专著 。 本 书 力图 浆 
补 数学 文献 中 的 这 一 缺 嫩 ,以 促进 矩阵 方程 研究 发 展 。 

作者 从 90 年 代 初 开始 研究 体 与 环 上 的 矩阵 方程 和 矩阵 方程 
组 ,已 发 表 数 十 篇 论文 。 本 书 大 部 分 内 容 是 作者 研究 成 果 的 总 结 ， 
主要 运用 近 十 几 年 来 体 上 和 矩阵 论 的 新 成 果 为 工具 ,研究 各 类 和 矩阵 
方程 和 和 矩阵 方程 组 有 各 种 解 的 充 要 条 件 及 其 通 解 表达 式 。 全 书 共 
四 章 ,第 一 章 介 绍 与 矩阵 方程 研究 有 关 的 体 与 环 上 的 线性 代数 ,后 
三 章 分 别 介绍 各 类 矩阵 方程 ,后 面 还 附 有 百 余 篇 参考 文献 。 

本 书 系 山东 省 自然 科学 基金 资助 项 目 。 

最 后 , 趁 本 书 出 版 之 际 ,作者 还 要 向 我 们 的 老师 李 师 正教 授 多 
年 来 的 说 说 教诲 .指导 .关心 和 帮助 表示 囊 心 的 感谢 1 

限于 水 平 ,不 当 之 处 诚 请 读者 批评 指正 。 
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第 一 章 ” 体 与 环 上 的 线性 代数 


” 域 上 的 线性 代数 已 是 一 门 相当 成 熟 的 理论 ,早已 成 为 数学 专 
业 的 重要 基础 课 之 一 . 而 体 与 环 上 的 线性 代数 由 于 乘法 的 非 交 换 
性 所 限 ,五 十 年 代 以 来 进展 甚 微 . É 1978 年 谢 邦 杰 先 生 的 论文 中 
发 表 以 来 , 体 上 的 线性 代数 已 有 了 长 足 的 发 展 本章 介绍 在 矩阵 
方程 的 研究 中 有 重要 理论 和 实用 价值 的 一 些 内 容 , 主 要 包括 : 体 与 
环 上 的 向 量 空间 及 其 线性 变换 、 体 与 环 上 的 条 
GIO LE Е CEDE GEO IE SEXE RE 
At AZ ff PL ИС ИЕА 6 B Be Pd TE B E WE (10 ТЄЛЇ, ВВА Dg 
拉 直 等 . 


$1 体 与 环 上 的 向 量 空间 及 线性 变换 


设 R 是 一 个 (结合 ) 环 ,V 是 一 个 加 法 交换 群 , 若 有 从 YXR 到 
V 的 一 个 运算 (叫做 V 的 元 素 “与 R 的 元 素 a 的 纯 最 乘 法 ,其 积 
记 为 pa) 使 得 

1) Gea pa vas 

2) иба+в) = pa- ub; 

3) (иа)Ь= (ab); 

4) 当 R 有 么 元 1 时 ,有 pl1=p; 
则 称 Y 是 R 上 的 一 个 ( 右 ) 向 量 空间 

例 ftx Q 可 视 为 其 任意 子 体 R 上 的 一 个 向 量 空间 . 更 

- 股 地 ,任意 环 恒 可 视 为 某 子 环 上 的 向 量 空间 . 
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WV 是 环 R 上 的 一 个 向 量 空间 .V 的 元 素 称 为 向 基 ,R 的 元 
素 称 为 纯 量 ;V 的 零 元 素 称 为 零 向 量 , 记 为 9,V 中 性 的 负 元 素 
一 上 称 为 向 量 и ИЛЕШ. 

WES 为 了 的 一 个 非 空子 焦 , 若 在 原 有 的 向 量 加 法 与 纯 量 乘法 
FS 又 是 R 上 的 一 个 向 量 空间 , 则 说 5S Jë V 的 一 个 

以 下 恒 设 环 R 有 么 元 1, 于 是 与 域 上 向 量 空间 一 样 易 证 得 下 
面 的 结论 . 

命题 1 V 的 一 个 非 空子 集 $ 为 V 的 子 空间 的 充 要 条 件 为 

1) 车 1,vE5, 则 p+vE€S; 

2) 若 上 ESaeER, 则 pmaeES. 


命题 2 Lucem uada C Rs EV imm 
是 向 量 空间 V 的 一 个 子 空间 . BU pn ae 所 生成 的 子 空间 

命题 3 V 的 若干 个 子 空间 S (32 5=П5 仍 为 V 的 一 个 子 
空间 , 称 为 交 空 间 . 

命题 4 车 S.Ci=1,…,m) 为 V 的 子 空间 , 则 V 中 所 有 这 样 


HHD uE Si 二 1,…m) 构 成 V e EE BI OU S 


sS, RU. за 275. 

同 域 上 向 量 空间 一 样 ,可 定义 环 上 ( 右 ) 向 量 空间 的 同 态 . 同 构 
映射 及 向 量 的 ( 右 ) 线 性 组 合 . 

如 果 V 是 由 有 限 个 向 量 ра еее ya 生成 的 , 则 说 V 是 R 上 的 
有 限 维 向 量 空间 ; 若 V 中 每 个 向 量 均 可 唯一 地 表 为 p，…,p 的 线 
性 组 合 , 则 说 向 量 组 pa snp. 是 V 的 一 个 基 ,n 为 V 的 维 数 . 并 定 
义 零 空间 {b} 的 维 数 为 0 

ИЕА ЕТИ n ТГАТ Саз, "ее ,a.) 构 成 R 上 的 一 个 
n 维 向 量 空 间 RI" ( 简 记 R"); 向 量 组 el=(1,0,…,0),es==(0,1， 

2 


0),… ,es 二 (0,0,…,1)( 称 之 为 标准 单位 向 量 ) 就 是 R* 的 一 个 
Ж.К EIER п 维 空间 显然 同 构 于 К". CR EGET n HER it 
КАШ ЕЕ 
下 面 恒 设 环 R 为 一 体 , 用 2 表示 之 
同 域 上 向 量 空间 一 样 ,可 以 定义 2 上 向 量 空间 Y 中 向 量 的 
《有 有 ) 线 性 相关 性 与 ( 右 ) 线 性 无 关 性 , 且 可 照样 证 明 下 面 的 
… ,pnlm 之 1) 是 线性 相关 的 充 要 条 件 为 其 中 有 一 
个 向 最 为 其 从 疝 量 的 一 个 线性 组 合 . 
命题 6 nomines RETK p eo a 线性 相关 , 则 a 
必 可 唯一 地 表 为 p vn ,pn 的 一 个 线性 组 合 . 
命题 7 2 上 任意 有 限 维 向量 空 间 V 恒 有 一 个 唯一 确定 的 维 
Mn ELA nm 天 0 时 ,Y tF n AREE pi sente 构成 Y 的 一 个 基 的 充 
覃 条 件 为 它们 线性 无 关 ;9 上 两 个 有 限 维 向 量 空间 同 构 的 充 枫 条 
件 是 其 维 数 相等 . 
命题 8 Жл, 是 0 上 nn 维 向 量 空 间 V 的 一 个 基 , 则 
ws 也 是 一 个 基 的 充 要 条 件 是 有 0 上 阶 非 奇异 阵 4A 使 
d Qu, t v.) == (ua y 424. 


命题 9 4 s= 275,1, КЙШЙ. 


D S 中 每 个 向 量 w= 2o € S)) 的 表 法 唯一 ， 
2) 0 在 3 中 的 表 法 唯一 

3) 诸 子 空间 S, 的 基 合 并 起 来 便 成 S 的 基 ; 

4) WS 的 维 数 的 和 即 S 的 维 数 ; 


D (2750П5у=(#},4=2,-›т 
6) Gi +S.) CS. EST BEP Gne 
1,2, m 的 任意 一 个 排列 ,1<n<m. 


此 时 就 定义 S 为 诸 S; (o Riu 5=5,@5,®--©5,. 
4 空间 5 SHEER] S e V — SS cV 
沾 任意 一 的 向 量 均 可 扩充 为 V 的 个 基 . 

(对 有 限 维 的 V 是 显然 的 ,对 无 限 维 的 V 可 用 Zorn J| PU ë 
证 ) 

下 而 给 出 重要 的 维 数 公式 ,， 

ERIO 对 任 二 有 限 维 子 空间 S, 与 5;, 有 

аіт (5,5) =dimS,+dimS,—dim(S,(1S;). 

V 的 一 个 变换 o 若 满足 ， 

1) olat+B)=a(a)+a(B),a, BEV; 

2) e(xa)—a(a)k.k€ NaEV, 
则 称 为 VY 上 的 一 个 线性 变换 . 

同 域 上 向 量 空 间 的 情形 一 样 , 在 定义 变换 的 运算 

命题 V 上 的 全 体 线性 变换 构成 -个 有 么 元 ( 恒 等 变 换 ) 
的 环 ( 称 为 V 的 线性 变换 环 ); 其 中 所 有 可 逆 线 性 变换 又 构成 个 
Seu anni V i spi erae m. 

定理 2 Q 上 维 向 量 空间 V 的 线性 变换 环 反 同 构 于 如 上 六 
阶 全 阵 环 ;V 的 可 逆 线 性 变换 群 反 同 构 于 Q 上 ” 阶 完 全 线性 群 . 

定理 3 Q dn 维 向 量 空间 V 的 -一 个 固定 线性 变换 在 不 同 基 
下 对 应 的 矩阵 是 彼此 相似 的 . 

定理 40 如 果 记 V 一 多 是 Q 上 向量 空间 之 间 的 线性 映射， 
则 存在 V 的 一 组 基 X, 使 得 XNKerf 是 Kerf 的 一 个 基 , 并 且 

{/(х)|/(х)зё&0,хЄ X) 

J lm 的 一 组 基 , 特别 地 ， 

dimV —dim(Ker f) -- dim(Im/). 
实 与 域 上 向 量 空间 基本 相同 ,但 应 注意 由 于 环 与 体 .上 

未 必 可 交换 , 故 在 定义 向 量 空间 时 有 左 与 右 之 分 , 即 对 称 地 

还 可 定义 环 与 体 上 的 左 向 量 空间 , 纯 量 就 应 加 于 向 量 之 左面 进行 
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纯 量 乘法 . 

环 R 上 的 左 ( 右 ) 向 量 空间 又 常 称 为 R 左 ( 右 ) 模 , 它 是 研究 环 
的 结构 理论 与 表示 理论 的 一 个 基本 工具 ,在 同调 代数 中 也 如 此 - 

下 面 引入 广义 西 空间 的 概念 

本 书 恒 令 Q 是 一 个 实 四 元 数 体 . 对 于 cEQ,c 表 示 < 的 共 辑 
内 元 数 . 显然 ,对 于 р›4Є Ө,ЯЇРа= pa p a7 piq: 

定义 1 设 V 是 Q 上 的 一 个 右 向 量 空间 . 若 对 V 中 的 任 二 
Vit uso EA Q 中 唯一 的 四 元 数 与 之 对 应 , 称 为 «与 v 的 内 积 , 记 
Jp co) ,如 果 

(1) (matubw)=alu 0) - Luv); 

(2) (uv) = биз 

G) 《usu) 之 0, 当 且 仅 当 w=0 时 等 号 成 立 ; 
JEP uvu EV ,a,bEQ. 

带 有 内 积 的 V 称 为 一 个 广义 西 空间 . 

例 在 Q 上 所 有 mXn 和 矩阵 构成 的 右 向 量 空间 Q"" 中 ,规定 
内 积 

(A,B)=trA' B, а) 

易 检 知 ,Q"”" 关 于 (1) 构 成 一 个 广义 西 定 问 . 

定义 2 QQ 是 一 个 广义 西 空间 ,wE Q, 称 非 负 实数 (zz 六 为 
ШЙ и WRA Iu |l- 

易 证 得 下 面 的 命题 

命题 12 在 广义 西 空间 中 ,有 以 下 关系 式 : 

(1) Ga,vb) —a(usv)bs 

(2) Goa vb) = (u,v jat Govbi 


(3) Саа, Duo > E 
eia E &£ 


命题 13 «а 1 =la] lull. 
命题 14 Паво = [и [++ lvl *++2Ке‹и„›. 


命题 对 于 广义 西 空间 V 中 任 二 向 量 w,v 恒 有 
Ho bul lol, 
等 号 成 立 当 且 仅 当 uv 右 线性 相关 . 
命题 16 [итә <и + lvl. 


$2 体 与 环 上 的 算 阵 与 线性 方程 组 


本 节 研 究 体 、 主 理想 环 (未必 交 换 )、 单 Artinian 环 中 和 矩阵 的 
秩 , 含 么 环 上 和 矩阵 的 初等 变换 , 体 、 主 理想 环 . 单 Artinian ЖЕ 
阵 的 等 价 标准 形 及 体 上 线性 方程 组 可 解 的 充 要 条 件 . 

定义 1 АЙК ЕТ mXn 4 的 行 空间 (或 列 空间 ) 
是 由 A 的 诸 行 (或 诸 列 ,分 别 视 为 R" 与 R” 中 的 元 素 ) 所 生成 的 自 
由 左 ( 或 右 ) 模 R"( 或 R") 的 子 模 . 如 果 R 是 体 , 则 4 的 行 空间 (或 
列 空间 ) 的 维 数 称 为 4 的 行 (或 列 ) 秩 . 

可 以 证 明 , 若 ЛЄ О", ЦА 的 行 秩 等 于 A 的 列 秩 

定义 2 AEN”, W 4 的 行 秩 为 A 的 秩 , 记 为 rank A. 

定义 3 RHEL, A BER” KHMM A PE 
GL,CR)lli B=PAP iAH A~B. C, D€ R"" 称 为 等 价 的 , 记 为 
C 兰 D, 如 果 存 在 P,TECL.(R) 使 D= PCT. 

等 价 和 相似 均 是 等 价 关 系 . 

定义 4 设 4 是 含 么 环 尺 上 的 矩阵 . 下列 诸 项 均 叫 作 A 上 的 
初等 行 变换 : a 

(1) 交换 А 的 两 行 ， 

(2) 将 4 的 一 行 左 乘 以 单位 cER; 

(3) 对 于 r€ R, j, j TERA лав i TE. 

类 似 地 可 定义 4 上 的 初等 列 变换 ((2) 与 (3) 中 的 左 乘 均 改 成 
HR). 

将 单位 矩阵 1, 恰好 进行 一 次 初等 行 (或 列 ) 变 换 所 得 的 矩阵 
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叫 作 nx n 的 初等 矩阵 . 

定理 15 Ü ARRAI REN nXm HR. ER EDE 1, 
(或 1,) 上 进行 初等 行 (或 列 ) 变 换 工 而 得 到 的 初等 矩阵 , 则 ELA 
OR ЛЕ) А 上 作用 了 而 得 到 的 矩阵 . 

由 此 , 含 么 环 R 上 的 初等 阵 均 可 逆 , 且 其 道 也 是 初等 阵 , 

E2 X THEO E nxn 和 矩阵 А 的 以 下 诸 条 件 是 彼此 等 
价 的 

QD rankA=n; 

(2) 4 等 价 于 单位 阵 Tu 

(3 A€GL,Q); 

(4) 4 是 一 些 初等 阵 的 乘积 . 

ЖЕЗ AENM W rank4 一 ~ 的 充 要 条 件 为 有 
pécr. Qy Ter. ,使 

1, 9 

оо 

Жи 设 尺 是 一 个 主 理想 环 ,4E Ар", r>0 А 等 价 
上 标准 形 


РАТ=( 


diag(d, ,*** d, 0,70), 
JU 40,21,5514, 1i mr. 
Ë 车 RR 是 欧 氏 环 , 则 上 述 的 A 可 通过 一 些 初等 行 变 换 或 初 
等 列 变换 化 为 标准 形 . 
定理 500 m Artinian 环 同 构 于 某 一 个 体 上 的 nXn ЖИ. 
定理 6 中 3 R 为 单 Artinian 环 ,AE R"*", 则 A 等 价 于 
іар (1, 1,650, 7,0) 


Jp ese. 
下 面 引入 含 么 结合 环 上 的 矩阵 广义 {1} 逆 . 
定义 5 设 R 是 一 个 含 么 结合 环 ,AE R"“…, 若 有 XER7””， 
使 4X4=4, 则 称 和 为 4 的 广义 位 } 逆 , 记 为 4 
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定理 7 设 尺 是 -- 个 含 么 结合 环 ,4ER", 且 
A=Pdiag(D,O)T,D’=D, 
PT up Np ДЕ. 
由 定理 7 立 知 , 体 及 单 Artinian 环 上 的 矩阵 均 存在 广义 {1} 
道 . 
下 面 给 出 体 上 和 矩阵 秩 的 一 些 等 式 与 不 等 式 . 
жез 设 忆 和 人 是 2 上 的 可 逆 阵 ,对 O 上 的 任意 矩阵 
4, 只 要 可 乘 , 就 有 
rank A=rankPA=rank AQ=rankP AQ. 
EEI (Sylvester ЖФ) AE Q7, Be "y 
rank A+rank B —n<rankAB<min(rankA,rankB). 
定理 100 对 于 .2 上 的 矩阵 ,4,B,C, 只 要 可 乘 ,就 有 
rank ABC>rank AB+rankBC—rankB. 
令 p(4) 与 RCA) 分别 是 人 上 的 矩阵 A 的 行 向 量 与 列 
向 披 张 成 的 左 向 量 空间 与 右 向 量 空间 . 
引 理 1 H AER”, BER, CER”, y 
ROD(YRO— AA?) B) = (0); a) 
nOD a cA" A) = (0). (2) 
证 明 aC ROCA) ПАСА AA?) B) UAE TEE z, 与 z, 使 


得 
а= Az, = (.— AA?) Bx. 

因 1— AA" JERES ME, 8k 

A-AA Ja = (1— AA) Az, = (— AA?! Ba 

——AA")Bz,—a. 
H AA A= A 19 
(1— AA%)Az.=0, 

Ж а=б. 

同 理 可 证 (2). 
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/ 
引 理 2 AEM”, BET”, CER”, DEO", WA 
(D  rankCA, B) rankA-- rankBeS RGD АСВ) = (0); 
p 
GD rank( 让) =rankC+rank pep ON pCD) = (0). 
证 明 由 


€ 
ROS B) RCD E ROD | ) =O +D) 


р 
及 维 数 公式 立 得 (让 与 (2). 
ЖЕП 设 AEQ0"”",BEQ™*,CEQ*",DE n, 


AD 
rank( < a) 
o «ААР I 
menace ордолу B—CA'D ) (9) 
A—DB'"C ра-в®вә 
анна o кь о) e 
i а—сс%)ув о 
=rankC+rank( ЕРЕ со) 
in pied старику 2 
тараш о (一 DDe)4 
证 明 设 E-G—AA")D, (7) 
F-CU-A" A), (8) 
G—B—CA'" D. (9) 


W 


P Бк. 


故 由 定理 8 知 ， 


rank( P) =rank( ). a0 


由 引 理 1 知 ， 
` КОА)УГЕСЕ) = (0) СА Гн СЕ) = {0}. 


Fi 
rn^. cl "(й )+тапк(Ъ 2 
n | 
4 О E 
«єкї onads ME 
风 有 向量 ( 2) 及 ( > ) 使 
“(о -e a) 
D. 
Ал = Еу,. 
从 而 ， 
Az, € RCE) ,Ey,€ КСА). 
由 于 
Ах,Є ВСЕ)Г\КЕСА)= (0), 
i а=0. 此 示 ， 
(2 MTM 人 peu. 


利用 引 理 2, 得 В 
rank( 2 ОО c) (A o) ee 2). 


о OF G G 
Ш, 
| «(A S) kA+ (° 2) ap 
rank( 0 p c) анка (7. C). 


出 定理 8, 得 
4 0 5 rank( 4 O 5 


rank [Ó к G)" 


А 4) a2) 

Oo F Gl 

A A A AyI 

rank( © 2) (о É: 
4 

Srank( 5 

I CA) СР) = (0) c ERI 2 А, 


X dei) 


о 
») —rankA тапкі. 


id река n 
故 
r ГА А 
RQ = ME 
从 而 ， 
a^ ^ Ф id^ + 
Lo FG LO F. G 
A E 
EUMDEM 
Fara 2 
| 
жж, 
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x 


故 由 (11) 与 (12) 可 得 (3》- 
同 理 可 证 (4)、(5) 及 (6) 式 . D 
推论 1 设 A,8,C,D 同 定理 11 所 述 , 则 
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1) 


2) 


3) 


4) 


5) 


6) 


А О 
rank c в) =rankAtrank S CU AA) 


=rankB+rank( a Besse] i 
D 
ranki в) =rankB+rank сара B) 


по) 
; 


=rankA+rank( 
rankA+ranl B 


rank ^ P) rankC--rankCD AC - CC» 
C O^ 


=rankD+rank( ууд)" 


rank ( P) rank D+ rank (C-BO -D° D)) 
сов 


а-—сс“)ув 

p | 

тапк(А, D) —rankA d- rank (1 — AA! D) 
=rankD+rank(I — DD')A; 


=rankC+rank( 


A 
rank( £) =rankA+rankC(I— АА) 
一 rankC 十 rank4(T 一 CC). 


推论 2 设 4ED” ,BED , 则 
rank AB =rankA+rank(B,1—A®A)—n 


A 
=rankB+rank( iu) =a 


证 明 由 定理 8, 得 


=rankAB+n. 


A 
У ) =rank4+rank(8, абло 


I— BBY 
—rank B+ rank Í ) 


从 而 推论 2 НЕ. 0 


定理 12 HAER, BER”, CEN”, DERE, FKG 


的 定义 同 (7)、(8) 及 (9), 则 


D - 
中 —rankA- rankE--rankCF ,GCG — E? E)) (13) 


rank( 人 
G 
—rankA-FrankE--rankGC — E' E) 
тапк СО ЕЕС E E)) F 
ao 
—rankA--rankE-- rank 
+rank (I — FF? )GG —E' E). a5) 
证 明 由 (3), 推 论 1 中 的 4) 及 5), 得 


4 D О E 
rank( £ 2) =rankA+rank( Б : x) 
—rankA--rank(O, E) --rankCF ,G) (— (O, E) (0, £) 

I о ) 
О І ЕФЕ, 
—rankA--rankE--rankCF ,GG — E? E)) 
—rankA-- rank E--rankG(L — E" E) 
-Frank( —GG — E? EY(GO-— E? E)))F 
—rankA-Frank E-- rankF -- rank (I — FF? )GG — E E). 0 
推论 3 ША,ВАС 同 定理 12 所 述 , 则 


—rank A- rank Frank GC) ( 
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4 0 
с 
下 面 引进 单 Artinian 环 上 和 拢 阵 秩 的 定义 . 
由 定理 5 知 , 单 Artinian 环 R 与 一 个 体 Q 上 的 全 和 矩阵 环 Q7 
Ii] Hj. Ф а (аза 是 R 到 92“ 的 一 个 同 构 映 射 . 设 A= (а) Є 
"EX a 如 下 
Aa7 Са) € (77^. 
显然 ,车 ABER", DER”, W 
(A+B)a=Aa+ Ва, 
(4D)o=4oDo， 
СА) а= (Ал) 
定义 6 WAER", ELY Artinian 环 及 与 体 上 的 全 矩阵 环 
QV, WE анкла 为 4 的 秩 . 
显然 ,4 的 秩 是 一 个 非 负 分 数 . 前 面 所 述 的 关于 体 上 矩阵 秩 的 
性 质 可 以 扩展 到 R 上 的 矩阵 
下 面 给 出 主 理 想 环 R( 未 必 交 换 ) 上 : 矩阵 秩 的 定义 。 
定义 7 ü AGRA 中 最 大 的 非 零 因子 的 子 方块 的 阶 数 
叫做 4 的 秩 . 当 A=O 时 ,规定 其 秩 为 0. 4 的 秩 记 为 Rank A. 
当 R 与 体 Q 相 联系 时 ,总 认为 8 是 R 所 嵌入 的 商 除 环 . 如果 
7 R 上 的 矩阵 的 广义 {1} 北 存在, 上述 体 上 和 矩阵 秩 的 有 关 定 理 可 扩展 
到 R 上 ,在 此 不 再 资 述 . 
下 面 ,我 们 介绍 体 上 线性 方程 组 的 可 解 条 件 . 至 于 其 解法 是 今 
后 所 述 矩 阵 方程 AX— B 及 XA= B 解法 的 特例 . 
考虑 任意 体 O 上 的 右 线性 方程 组 AX=b. 
定理 13 АХ=Ь{{#©гапКА=гапК(А,б). 
证 明 设 rank4=r, 则 有 可 道 阵 P,Q 使 


РАФ ©): 


rank [ )=rankA+rankB-t rank (I— BBR9)2CC(I— АУА. 
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A 
by 
q7x-v.mi- (77) X 
Я 
ШЕ 
о L O h 
rank CA D) mrankPCA (2 )=rank( M 
о 1 оо» 
Ж 


AX=b {РАФ Q 'X= Pb filie 
I, O b 
(s o] r- (p ttem omrenkcta o orm na. 0 
定理 14 i 4E97”(r<m), 则 齐 次 右 线性 方程 组 
AX=0 a6) 

(ОЛИ ИО Е а 若 ,…，,a.-, 为 (16) 的 解 向 量 组 , 且 
rank(a, ,* a, .,) n—r Wl] ai, a, 1 必 为 (16) 的 一 个 基础 解 系 . 

仿 上 可 给 出 Q 上 左 线性 方程 组 的 可 解 条 件 . 

最 后 我 们 引入 左 、 右 高 矩阵 的 定义 . 

定义 8 i A 2 mxn И, Az=O 只 有 零 解 , 则 称 4 为 
ADIRE E zx4=O 只 有 零 解 , 则 称 4 为 左 高 矩阵 . 


$3. ОКНЕ БО) ШОР) БАТ 


以 下 恒 令 K 是 一 个 具有 对 合 反 自 同 构 的 体 ,A' 表示 和 矩阵 A 
© Ж. 

本 节 介绍 K EA É JEROME А IRR IE 9: 四 元 数 体 QQ 
EEE CHO EE ERPE CHO EEE M . 

定义 1 BAEK", A' AKA! = А), ДА 8 
JSU: RE (2 FH JENERE). E 

K EWER п Br OO HIER SCLCO CSS COD AUR - 
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命题 1 РЄСІ,(К),АЄК""", W 
A€ SC,(KOGPAP' € SCIO. 
命题 2 A€SC.(Q), M| ff fE” X VERE UUU = DIE GE 
ОЛО" HFX KEKE - 
命题 3 ACR" A 可 唯一 地 分 解 为 
A=H(A)+5(A), 
其 中 ， 
H()=T(A+A'D,SC(= СААЗ 
PHL НСА)Є5С,9) SAO HE ЗЕЙ. 
定义 2 AESC (QKA F ОЕ) Fi JUR Be s ДОГ 
任意 的 非 零 向 量 z€ QE zAz`220(2>0) 
SP,(P,) 表 示 Q ЕЁ {Ж n Ur IE RE GERE HIME; А20 
(>0) 表 示 АЄ5Р,(Р,);А2ВеА— BZO. 
定理 1 FAMAM. 
(1) 4 为 一 个 正定 的 自 共 思 e 和 矩阵 ; 
(2) А=РР",Э Puppe; 
(3) AH HIREK M Н АРЕНЕ ЖЕ; 
(4) ТАТЕ HIET рій. 
定理 2 中 下 列 诸 命题 等 价 : 
(D АКЕ HHE, 
(2) P'AP-disg(I,,O) ,r—rankA,P п]; 
(3 4=55',5 ЖО Etsi: 
4) ARARIRE; 
(5) АНАА 520, 
《6) TAT ЖЕ АЗЕ, прі. 
жазу # { eom 
BOB 
а) BB, BARER HHHK 
16 


(2) rank(B;, Hj) —rankB, H 及 X 一 应 有 有 解 ; 

(3) rank(B, B;  ) —rankB, Н E X* — B, fi. 
А, Aim 
Au Ae 


m т 


定理 4 d 4=( €sc«qQ, 


WW AESP, 的 充 机 条件 为 

(1) rankCA, , Aj) —rankA, ; 

(2) Au5j А —UASU' ВЛЕЕ Ë ЖИЙЕН, JO U W 
MiB EE X An = Е f . 

证 明 若 4E3SP,, 则 由 定理 3 知 (1) 成 立 且 矩阵 方程 XA = 
Ай. 设 上 为 其 一 解 , 且 


L. —U' 
see dea TD 


W A€GL.(QD Н. 
P' AP—diag Ai Aa ОЛО )€ SP, 

帮 Ant А ОА" ВЕЕ Н EREE . 

反之 ,由 тапкСА Ац") rank An ЖЖ E: Е ХА, = Ani 
fit. 设 避 为 其 一 解 且 己 如 (1) 式 , 则 pe GL. (QR 

P' AP—diagCAu Ag ОЛО"). 

HT АА ОАО" ЭРТЕ HIER t Р” APE SP, 从 
Wi AESP D 

x35 d iA dual PEGL.(Q@) 使 P' AP *$ P* BP 
皆 为 实 对 角 阵 . 

证 明 2 гапк(А+ В) =r, ДИТ PuEGL.(Q) 使 


| LL O 
+в ©). 
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M, eid 
Ма Ma 


n nor 


P; вр=( 


= 


п—г 


则 由 定理 3 知 ,MESP, 且 MiaESP。 ,, 


rank( Mi M2:) = rankMz;- 2) 

W 

Pi (СА+В)Рь;>Р ВР», 
Hos M 

0 

(2 Jee, 

有 
‚ IL оуу ‚ [Mu Мао 

Ose olg olle >of PM 小 
从 而 ， 


OSes- Mat, 
W Ma €SP, nti Ma 70. 又 由 (2) 知 ,Ms 二 0, 于 是 ， 
Mu 9). 
о 0 
由 于 Ma ESP, lih fn 2 0 H1 SCBUR IE U , 18 
U’ MaU = іар (АА) 


р" вр, ( 


HRAS i=l er. Ф 
P=P.diag(U,1.-,), 
MI 
Р" BP.—diag(i 7,350, 77,0), ; (3) 
Р' AP—diag(1 —À ,,1—4,0,7,0). 0 (4) 
定理 6 设 4,BESP., 则 
АСА B) В= BCA +B)” A. 6») 
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证 明 由 定理 5 知 ,有 PECL.(Q) 使 (3) 与 (4) 式 成 立 . 故 可 

ШЧ 
(А+ B)'" = Pdiag(1,,0)P*. 

易 验 知 (5) 成 立 - D 

定理 7 设 
Au An Xs 
Аһ An An 
X& Ah As 
то; Ат 


则 存在 XuEQnzxe-a ra) 使 AESP,(P,) 的 充 要 条 件 为 
Аһ Au An Аһ 

= 20, (Aj > " 
A s “)>о (>20), da ju 0(>0) 


证 明 必要 性 由 定理 3 立 得 . 下 证 充分 性 . 
若 


re 
n Є$С,, 


n—r,—r; 


Au An Ax Аһ 
Ua a)79 As 
则 由 定理 4 可 设 U, 和 U; 分 别 为 矩阵 方程 
АХА А„Х= ЛЕ. K X =U; ASH. 
L 0 O 
=| -U0 1, о |, 
О -U, L.., 
W PECGL.Q), 且 
P'*AP=diag(An—U; Ан, Ag - Ui AšU,, Аз). 
山 定 理 4 及 定理 2 81, AESP. ij A€ P3470 5 4;>0 可 类 
似 证 明 . 品 
定义 3 设 AEQ”, 若 对 任意 的 非 零 向 量 z-EQ* 有 
Re[z' Ах]>0,(2>0), 


则 称 4 为 亚 ( 半 ) 正 定 矩 阵 . 
Жл ЧО ЮЕ а Р; (SP: ). 
命题 4 AESP; P, )S9SHODE€SP,CO,). 
命题 5 设 4EQ”,PEGLCQ), 则 

А AESP: (Pi ypP" APE SP; (Р; ). 
命题 6 ACP: 为 可 道 的 . 
证 明 若 4 奇 异 , 则 存在 0 q€Q'" i Ag=0, РЖ, 
q'Aq—0, 

Ж. 故 AC GL,(Q). 0 

命题 7 任何 亚 正定 阵 的 逆 阵 仍 为 亚 正定 阵 . 


定理 8 设 a- (^ ^ jeg: 
An An 
JUp'A;€ QY" о пп) WA FREN: 
(D A€SP;; 
(2) rank(Ant Ai) e rank CA Aa Ant Ag) H. Ant hu 一 
U' AwU EJ VE E E EBE, th. U 为 矩阵 方程 
Gh AZ)X— A+ An 


的 任 一 固定 解 ; 
(3) rankCA,- Aj) =тапкСА - Aj Au Ад), H Aut Аа 
U'A U 均 为 亚 半 正 定 阵 , 其 中 U 为 矩阵 方程 
Gu AX Ag Ai 
的 任 一 固定 解 . 
证 明 注意 到 
Аһ+Ал AstAa 
ано (re ТАШ” 
2H(Ax)=Ax+ Аз, 
2H(Au—U" Аы) = А, tAn U" (А  AzZ)U 
则 四 定理 4 立 得 (1) 所 (3). 同 理 可 证 (1) 所 (2). D 
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定理 9 设 non nonor 
A, Ag Хт 
A=|A, An Aa|n Є", 
Au Ax As)n—rn—rn 
则 存在 X € Que 77 AESP: 的 充 要 条 件 为 
(s A: An "esp... 
An An An Аз h 
证 明 Ф BuSAn tA B= Art Ад, B = Xu Ah, 
Ba Ant Al Ba= Anc Az, Bs = As Aš, I| 


Ba В Ba В 
: “),гн‹лә=( i »). 
Bh Ba B; Bs 


Jesp; «n ( 


2uco-( 


е Ba Bs 
2H(A)=| Bh Ba Baj. 
Ву Bh Bs 
出 定理 8 及 命题 4 立 得 定理 9 的 证 明 . LY 
xmi ua-(^ (ee 
Au An 
其 中 AC QV 4; 00 , 则 以 下 条 件 等 价 ; 
a) 4EP 


(D. An Auc (Aa AD CF ASI СА» + АЗЕМ 
IPTE 


D Au An Ла Au) An HAD Cli AOI 
JJ ЖЛЕ E 38 38 8 IE - 
推论 1 设 4- (t Lea 
+ lar b. 


其 中 A, € Qon De an p € Qo" yban € Q, 
则 A JE SERE PER ЖЖ 2 ReLb..]770, 
21 


а) Бау)" 

Т6] — 

由 推论 1 ,我 们 可 容易 地 构造 一 个 亚 正定 矩阵 . 事实 上 ,利用 
任意 给 定 的 一 个 矩阵 


А, ЄР. 


В, E b, 
в: [^ 
HEP o, В.Є QV" G2, n) Re[ba]T00—1, 7,0), 
bu b 
B= А 
Í (a; ia) 
利用 下 列 的 迭代 ,可 构造 一 个 亚 正定 矩阵 A= A,: 
A-GDEQ", 
(+В) Ф,+8,)" 
A= Aint 4Rc A Š b eq 
в: bu è 
k=2, on ` 
定理 11 设 
An Au — Xa]n 
A=|An An Аз; Є", 
Au An Аһ)л—л—т 


rn mn n-n-n 


则 存在 Xu ER” fE A€ P; 的 充 要 条 件 为 
An As)... [An An 
P Fs ios Ass 
证 明 可 仿 定理 9 的 证 明 . 
下 面 我 们 从 和 矩阵 的 次 对 角 线 出 发 ,定义 次 自 共 轿 阵 ,然后 定义 
斜 ( 亚 )( 半 ) 正 定 阵 , 给 出 分 块 四 元 数 阵 为 斜 ( 亚 )( 半 ) 正 定 的 充 要 
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Jen. 


A 
定义 4 设 =(a)EK"*",B==(b,)EK"*", 若 


enjmlbeem, 


[E 

则 称 B 29 4 的 次 转 置 阵 . 

矩阵 A 的 共 轿 次 转 置 阵 记 为 ACTU. 

命题 8 设 AEK"*",BEK"*, 及 PEGL,(K), 则 

G) (AB) BO AC, 

(ii СР) (рТ). 

AFER =P. 

定义 5 设 AEK"*, 若 A"’=A( 一 4), 则 称 4 为 次 ( 反 ) 自 

H,CKG,OO0388 K Ef] dk n Brix CO Hat be - 

命题 9 任意 的 AEQ"*" 都 可 唯一 地 分 解 为 

AS HC SCA) 


Jen, 
HADAA EHO, S (A= САА 


命题 10 AEK"*,PEGL,(K), 则 
A€ H.(OGP' AP€ Н,(К). 


о а 
sdiag(d, , d.) = 


d, о 
JJ 一 sdiag(1, 1) * 
命题 11 对 于 任意 的 AE H.(K), 一 定 有 PEGL,(K) 使 
ia >›4,,0,+°,0) 
JE ,г=гапКА,45ё0,1=1,+- 
定义 6 设 AE€H.(Q)， PERRET x€qQ", 有 ze "Ax 
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20(0) fk A 为 斜 ( 半 ) 正 定 矩 阵 . IEH psd- 

ЖЖ n рза 阵 记 为 SP4,4AO(>O) 表 示 A 为 斜 半 正 定 
《正定 ) 阵 . 

命题 12 H AESP WALER U 使 

U“ AU барба, 4,0,0) 

JEP ,r=rankA, d/20,i—1, 7r. 

命题 13 8 A€ H.CQ) W 

A€SP^GA- B'7J,B 

其 中 peq". 

命题 14 设 PEGL,.(Q), 则 

АЄ$РФӘР“?АРЄ$Р?. 
命题 15 WU A-QGOCSPA, B. anii =0 M] 


=0,у=1, nm 


[LE 


| 证 明 Н 13 LA BJ, B IH 


B=(b) EQ”. 
令 

B= (aa), 
则 

Giai =E] as- + ЕТ 
= B B. ==0: 
“ 
故 š š 
b. =0,6= 1,596 
从 而 ， 
att). =0. 

于 是 ， 


ai 一 cj 一 0 


М л=А©?, 


ауана m0 jl n. D 


定理 12 ` 
设 
А, A, ү 
(А anle SSPR 
m m 
则 


(1) A: +j A, {È psd; 
(2) тапКк(А,,А{"!)=4апКА,, ЇЙ AX — AC? 有 人 解 . 
证 明 (H fE 13 Hl, A- GC 4G, ERGER”, A 
: G=(C,,C,), 
MJ 
=-(2 кйм 
人 
ША 
A C$ 40, ACC 
山 命题 13, A; УА, JÈ psd. 
(2) НА 是 psd, 故 由 命题 12, 存 在 广义 西 矩阵 Qi, 使 
Ө? AQ; —sdiag (di sdn, 057,0), 


JEP = rankA;,d;20, G—1, 7,7). 注意 到 
О QA А, jd Q, 
(а ol. җе, о) 
M bud ала) 


N A, AQ, 


由 命题 15 知 ， 
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rank (QIY AP Q AQ) =ro=rank As, 
" 5 


` Q о j 
rank (As, Af?) rank; CA, АЭ Jona. 
O L, 


于 是 ,矩阵 方程 4:X 一 4 有 解 . 吕 
由 定理 12, 可 仿照 定理 4 的 证 明证 得 下 面 的 


定理 13 设 A» (^ A 


n 
А: acd: єн), 


т т 


则 以 下 条 件 等 价 : 

0) АЄ$Р?; А 

(2) rank(A,, A(*) =гапкА, Н А, 5j A,—U' AU Ve 
psd JEP U 为 矩阵 方程 AX — AP" 的 任 一 固定 解 ; 

(3), гапк (А, Ау) = rankA;, Н A; 与 A,—U'" AU FS 
psd Ж U 为 矩阵 方程 A,X= А, 的 任 一 固定 解 - 


定理 14 d 
Xu A: Au |л 
A=| Аа An Aip |r} €H.Q), 
An Аш? Хи?)л—т—т 


n—n-n n n 

则 存在 X, € Qe E 4AO(C[>O) 的 充 要 条 件 为 
Аз An An An 
bs A )eoco (人 1 )aoco. 
EX? 设 4EQ ,如 果 对 任意 的 非 零 向 量 ze. 

Re[z‘*’Az]>0(>0), 
则 称 A 为 斜 亚 半 正 定 ( 斜 亚 正定 ) 的 ,简称 ssd (sd). 
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JU SPEO CPU ORE ACE n И ssd а). 
Ф816 设 PEGL.(Q), 则 
SPE (OU) P YAP ESP PS 


定理 15 设 
А, Anm ks 
=(% RS Sg 
тот 
则 以 下 条 件 等 价 : 


a) AESP; 
(2)  rankCA,-- Aj?) rank CA? +А,,А, + AP H А, 5 
-UAU V ssd JEP U JU BE Jr ЁЁ СА, + А?)Х=А,+ 

ДРЕ: 
(3) rank(A,-- At) e rank CA; - Af AF AP Н. hs 与 
—U'" AU WJ ssd JEH U 为 矩阵 方程 (4: 十 4 和 OX A+ 

Aj" 的 任 一 固定 解 . 


定理 16 设 
» ОЛЕ eq 
A, Ап, 
mom 
则 以 下 条 件 等 价 : 


а) AEP”, 


At А, 
02) A8 A СА Ауа FPEM 


sd Ki; 
" "m 
o ALS A СА SEAT BUT yy 
sd Wi. 
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X An Ann 
A=| An An Anja €Q'*, 
Au Ax Аңӊ}п-тт—т; 
nornon re n 


则 存在 Х €qn* o7 AESP OS üt CS IOS. 
` (2° Au 
An Аһ 


Ax 


An 
TNT уези»: 
Jes APRA д) ESPE PER 


$4 体 上 矩阵 的 分 解 


研究 矩阵 方程 的 一 个 重要 工具 就 是 矩阵 的 分 解 .本 节 给 出 任 
意 体 上 的 双 和 矩阵 分 解 ,四 元 数 矩 阵 的 奇异 值 分 解 及 复 乍 阵 的 广义 
奇异 值 分 解 等 . 

1 fE O 上 的 双 矩 阵 分 解 


.本 段 ,我 们 利用 和 矩阵 技巧 ,给 出 具有 相同 行 数 或 相同 列 数 的 双 
和 矩阵 分 解 定理 及 其 具体 分 解 方 法 . 此 分 解 定理 在 解决 许多 任意 体 
上 的 矩阵 方程 中 起 着 关键 性 的 作用 - 

定理 1 RAER, BEM”, CER, DEAZ А pe 
GL,(0),Q€GL,(0),Q,CGL,(0),V€ GLA) U EGLA), Ve 
ECL(OD) 使 


O L, Or 
G) raq= [7 °): peas | 9 O r= о) 
Ó Olm-r, L 0 o|r 
о o O)m-r-n 
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O O I, Os 
» QI oy 
viu=( 5 o), m L1 00 Os . 0 
0 о о Olp-s 


JUI n mnes dee 
证 明 (MHEG) , 同 理 可 证 (iD) 
因 AEQ”", 故 由 $2 定理 3 知 , 有 PEGLw(Q) 及 
161,00), 


(3) 


(4) 


4 CQ = CA Rt $ 2 的 推论 1、 定理 2 及 定理 8 得 


L O 
rankC —rank Í cS )n.co. 
Н 


1, OWCQ 

E kp 
Cn- Cn 

CQ, 
= = L 0 
nn rc ) rank S 
=rank( > акс. 

С. С, 
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def 
rankC,; —r,—r, — (5) 


AHT Ca fi P.€ GL О) QE GL... f 
L, Ov, 
сло, ) . (6) 
О Oflr-r; 
设 
-(® СРСР, 


Ру! °) 
о Р, T POP IH 


лец о n 


1, 0 
=Q [ ° oJ 
则 由 (3) 一 (6) 可 得 


IL Or 


raa- (^ о 


охоо 
оо 
© 
` 
! 
Ey 


O OQim-r-r, 
注 1 适当 调整 定理 1 的 证 明 ,(1) 可 有 如 下 的 形式 ， 
о O Olr-r, 
ma- 人 бү бсо 01, Ojr, 
O O'm-r `” |O O hjn 
оо о 
(2) 可 有 如 下 形式 : 
ооо о 
©: Ы O O|. 
OO O0 I, 
我 们 可 以 根据 (6) 式 中 7 的 不 同位 置 得 出 不 同 的 分 解 结果 ， 
要 视 具体 问题 而 定 采用 哪 种 分 解 形式 - 
推论 1 设 4;E 0"*", 则 存在 可 道 阵 卫 和 Q, E PAQ, 是 
一 个 由 0 与 1 构成 的 答 形 对 角 阵 (i=1,2,…，,s). 
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VBU » 2 V.DU= (8) 
“YO Dp 7 


定义 1 称 (1) 式 和 (2) 式 分 别 为 矩阵 对 (4,C) 和 (8,D) 的 
DSR 分 解 与 DSC 分 解 . 上 述 两 种 分 解 均 称 为 双 和 矩阵 分 解 - 

由 推论 1 知 , 双 矩阵 分 解 可 推广 到 多 个 矩阵 的 分 解 . 

ili $ 2 的 定理 1 与 定理 2, 我 们 可 给 出 定理 1 中 (4A,C) 的 DSR 
分 解 与 (8,D) 的 DSC 分 解 的 具体 方法 . 

DSR 分 解 :对 矩阵 

(5 А. =з) 
@ X 0 


[DE eim(77 sitem naso tom 下 形式 
^ (5 о) (a) 
[2] 


O Q 


; 


对 

L Oy (C, 
Р, (б o) (c) 
о Q 1, 
ЇЇ m FERE k ЕА АВТАН EAE ВНЕ 2 


о 
(С 9 o о 
оо T. 
о о 
[2] o Q, 
ДР nr mni P,Q 及 Q@ 即 为 所 求 
DSC 分 解 :对 矩阵 


© O o © 
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的 前 2 列 和 (Bumy7p) 分 别 作 初 等 列 和 初等 行 变换 化 为 如 士 形式 


л 0 
L0 
l 0:7 t 
(Di,D) О 
对 
| Uu 0 
lrt, O0 
(б ol 
\ (Di,D,) 1 
的 后 2 行 和 前 9 列 分 别 作 初等 行 变换 和 初等 列 变换 化 为 
U o 
1, 0 
(oo ° 
O O L 0) 
L O O O| v 
lo o o oO). 


JE s sU U, Vo 及 V 即 为 所 求 . 
2 实 四 元 数 矩 阵 的 奇异 值 分 解 


入 是 一 个 实 四 元 数 体 ,QY 一 TYEQ YY 一 1 

жЕ? 设 AEQ”, WEEE UER”, VE 
QY "使 得 

О" AV =diag(D,0) ` (9 

其 中 D=diag(oc, + ,0,) ›оу 20:227 20,70 是 A" A 的 正 特征 
值 和 算术 平方 根 . 

x33" AEQ, WA UER, VEQ E 
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A-UDV* ,D=diag(ovo)， ao 
其 巾 ,wo…… 志 ww>0 是 4:4 或 44" 的 正 特征 值 的 算术 平方 
a. 
X2 AA AA {ГЇН E ЕН ORADOR D 
是 唯一 确定 的 . 
定义 2 [tuo ШЕ А” A R AA 的 正 特 征 值 的 平方 
根 叫 做 A 的 奇异 值 . (10) 称 为 A 的 奇异 值 分 解 , 记 为 SVD. 
推论 2 中 设 4EQ”, 则 
A=PU=U,N an 
这 P,P € SP, ЩЕ Mg UU € U" Hd A rye, 
W P,P,€ P, Н USU, 是 唯一 确定 的 . 
ЖЗ (11) 式 称 为 4 的 极 分 解 
3 ， 复 矩阵 的 广义 奇异 值 分 解 
1976 ^f:,C. F. VanLoan 研究 了 复 和 矩阵 的 广义 奇异 值 分 解 忆 
(GSVD). 
ERA B AEO BEC™ , Wed iW U ECK V 
Ecrit 


л=м," ;вемЎ ау", 12) 
Jd 
[Is Yr 
$i "| 5. |з ， aa) 
O, k—r—s 
O  ]m—k 
СА " 
| 
x- Е T EN. ШЕ, 
[76 s 
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AXI, E rank (A, B) „= k— rankB, = тапкА -тапкВ — Ё, Га 与 
In 是 单位 阵 ,O4 与 Os 是 零 阵 ,S4=diag Ca з" за,) ,S = diag CA 
ВО ma 2 га D0,0« p xm] 0a, 481,21, 


$5 环 上 矩阵 的 广义 逆 


捧 阵 的 广义 逆 是 研究 矩阵 方程 的 一 个 十 分 重要 的 工具 ,本 节 
二 珊 证 明正 则 环 上 的 任意 矩阵 均 存 在 广义 {1} 逆 ,给 出 带 有 对 合 反 
自 同 构 的 环 上 的 矩阵 的 Moore — Penrose HHI Е TARR 
t. 


以 下 设 R 是 一 个 具有 对 合 反 自 同 构 的 结合 环 . 

定义 1 Ü ACR, X€ R "满足 (1)4X4 一 4,(2)X4X 一 
X,(3)4X=(4X) ,(4)XA=(XA)" BU BR X 是 A 的 Moore — 
Penrose 道 , 记 作 At ,满足 上 述 方程 (0)，…(7) 的 X 叫做 一 个 G， 
ЗРЯЛА EA A“…“ 中 的 集合 记 成 AG ms у}. 其 中 
Y = Уе, УЛИ Y 的 转 置 矩 阵 ,7" 为 (gy) ,此 处 Y= (y). 
易 见 (Y')' =Y, (XY)' sx. 

容易 验证 ,对 一 般 的 环 , 若 A* 存 在 , 则 必 唯 一 . 

定义 2 И К 称 为 满足 正 性 条 件 , 如 果 对 任意 的 自然 数 s 及 


ЕЖ азза, 22 aat=0 ЧНЧ а 0,0—1,0) 

易 证 得 下 面 的 

命题 1 环 R 满 足 正 性 条 件 乌 对 任意 自然 数 m 及 ,任意 的 
mXn Е A,AA' =OSA=0. 

引 理 1 BAER?" XER”, WR А АХА 存在 广义 {1} 
逆 , 则 4 ERE X D 

WW ЕВ Ж A—AXA IT LULA 
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A—AXA-—(CA—AXA)BCA— AX A). 
将 此 式 展开 并 整理 后 得 ， 
A=A(X+B—XAB— ВАХ + ХАВАХ)А. 
从 而 
X+B—XAB— ВАХ+ХАВАХ 
HAWALA. D 
982 ШАО RA DPR EXER PERS FEET 3C H6 9] 
A"“" 中 的 任意 矩阵 均 存 在 广义 (1} 逆 . 
证 明 设 
А (азаа € Rn" 
及 
Аү=А—А(0,-=,0,в„?)А, 
则 可 检验 А, 有 下 面 的 形式 ， 
Am GP ues. 
[4 
АА А,00,-,0,89 OAs 
则 
Aj Qm 60,0). 
如 此 继续 下 去 ,可 设 
Anim Aaa Asi O I0, 0) Asa 
yu 
Asa = (P .0,,0)'. 
dum 
Asa Asa 9 0,70) A, 0 
得 4。-: 有 广义 逆 . 反复 利用 引 理 1, 即 得 A77 XO RE 
对 称 地 ,可 得 若 R"*! 中 的 任意 矩阵 有 广义 逆 , 则 R"”" 中 的 每 
个 年 阵 都 有 广义 (1} 道 .D 
35 


定理 1 Rp d REPERI EAE 3 O 19 (1 fS ER CES 
及 为 正则 环 ( 即 对 Y aER, 有 z€ R {Ë а=ата). 

证 明 Ш аЄА, IWASE СЕ iR j ЖТ, 
ЛЖИ). 令 A = Os) АН 

аб = aE) A” (En) 

可 知 a=abua. MR H EWK . 

反之 , 设 R 为 正则 环 , 因 a€ RHONA k aD 2 得 
Rr? 1 中 的 任意 矩阵 有 广义 {1} 逆 .进而 由 引 理 2 知 ,4E Ат" 
XHA. D 

推论 1 单 Artinian I Ef RAS (477 LA. Aui AERE 
M Ic fn REALE RE) XC CLIE - 


a) R Moore — Penrose }Й; 

(2 RE 2) (52,33; 

(3) RE X ій; 

(4) R 

5) RE i 在 

(6) RR 满足 正 性 条 件 且 R 上 的 任意 有 广义 {1} 逆 


(т) 有 R 是 满足 正 性 条 件 的 正则 环 ; 

(8) REWER A=SXA AKF X ti 

(9) R Lf HB A-AA'X XT X 有 解 

(10) К ЕРЕН R ЕЕЕ A, A 207 48 
His 

aD кїй 
fis 

AD R 满足 正 性 条 件 旦 对 BE SCOD ,B' fff. 

为 证 明定 理 2, 我 们 需要 下 面 的 几 个 引 理 . 

引 理 3 (A E 4 的 一 个 广义 {1} 逆 … 
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条 件 旦 对 尺 上 的 任意 矩阵 A, CAAO tE 


引 理 4 B' CAE R Ef Bp C' СНЕГ CU DE, 
则 
G) вс?с=ве уу XC= B 有 解 
Gi) сс?в=ВӘШ Л СХ= В f. 
下 面 给 出 定理 2 的 证 明 . 
证 明 (0 (2900, (1) G)9 (5), (02 (10), (6)= 
(11),(12) 之 (11),(6) 一 (12) 均 显然 . (6) 一 (7) 由 定理 1 即 知 ， 
WSO 设 4 为 R 上 的 任意 矩阵 , 则 由 (4) 知 ,4 的 (1,3》 
ЛОЗЕ ДА A 也 存在 . 令 A'A=0; 则 
4= ЛАРА = (АА) А САТ) А' A=0. 
故 山 命题 1 知 ,R 满足 正 性 条 件 . 
OSU) 4 H—(A' A)! A',M- AHA- A, SEE 
MM' =O. 于 是 出 正 性 条 件 知 M=O, 此 即 AHA- А. 从 而 ， 
(AH)! S ACA! AY)" A" 
—AHA(A* A)! A" 
=A APA ACA! AG). A7 
=A(A’ AY CAHA)! = AH. 
WHO AO). 
(6)=(5) H G=A' (ЛА), Bri 
=A. 由 此 ， 


条 件 仿 上 易 证 AGA 


(GA)! А CAAP А 
—A' ((АЛ*)%)' AGA 
—A' AAP)" АЛ' (AAYA 
—(AGA)' CAA*)'"A 
—A'UA1))"A-GA. 
WGH ADOBE. 
(5) 一 (6) AO fete M 4 也 存在 . 令 44 = 
О, 
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A-—AA'9 A— ACA 9 A)! 一 44 (A9) * =O. 
因此 ,R 满足 正 性 条 件 . 
下 证 (1) 一 (6). 
(1)=>(6) 设 AHEM A OFE. 故 若 44 "=O, 则 
О=АА' (4+) 一 4(4+4) 2AA* А=А. 

(090) $ GSA (A ЛА") А". [RH (4069 C60 69 CE k 
"pub X, 及 X, А f 0,3) 390 (1,4138. ЭЛЕ X, 是 AA" 
=44'4X 之 解 , 故 若 设 P—AA' ACAA' AY? AA" ,由 引 理 4 知 
忆 =44". 由 此 再 根据 引 理 3, 有 

(4G4 一 4)(4G4 一 4) = 
АА' CA! AA!) A! Р+АА' — АА' CA! AA! )%А'* AA! —Р=О. 
于 是 ,由 正 性 条 件 推 得 AGA— A. 又 易 验 证 X (Хо) Ж А' = 
XA' AA' 之 解 ,由 引 理 4 知 
А' (А' AA )' A! АА' = 
从 而 有 САС=С. ЭН А=ХАА' A difg X; X, 可 得 
АСАА' A)! AA* A= А. 
应 用 此 式 及 AGA- Afi 
- (AG)! — AGY(CAG)' —AG)' = АСАА* A) AA* AG— AGAG 
—A(AA' AY" AA’ АСАА' А) ФАА" 
+AGA(AA' A) AA? =O. 
从 而 (4C) * = AG. 类 似 可 证 (C4) * —GA. 
GG H 
A- AA? Az (AA) * A= (A) * A* A. 
САО "是 矩阵 方程 A= ХАТА 的 解 . 

(8) 过 (10) 设 8 为 矩阵 方程 A-XA' A 的 一 个 解 . 如 果 
A' A—-O, Rl] А=ВА' A=0. t R 满足 正 性 条 件 ,又 因 
A'A-—A'AB' BA' A.B B' B 9 A 4 的 一 个 广义 {1} 道 . 

(10) 一 (6) 令 G=(4'4) 4', 则 A'AGA=A'A. 令 M= 
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, 


AGA 一 A, 则 可 验 知 M* M—O. 由 正 性 条 件 知 M=0, 即 
A=AGA. 
(5) 一 (9) 与 (4) 一 (8) 类 似 可 证 ,其 余 均 相 类 似 分别 可 证 .D 
推论 2 设 0 是 带 有 对 合 反 自 同 构 的 体 , 则 以 下 条 件 等 价 ; 
(OD Q 上 的 矩阵 均 存 在 Moore 一 Penrose 3X ; 
(2) 了 满足 正 性 条 件 ; 
(3) AXA EWER, J rank A=rankA* А=гапКАА'. 
推论 3 4ER"”", 则 
а) AAPA È ARAT 310,39; 
(2 A'(44')" 是 4 的 一 个 广义 {1,4} 道 ， 
(3) A'(A' АА") A" J& 4 的 唯一 的 Moore— Penrose 3 ; 


§ 6 四 元 数 和 矩阵 的 弱 直 积 、 弱 圈 积 与 拉 直 


Mi PER) Kronecker Jf, Hadamard 积 与 矩阵 的 拉 直 和 和 矩阵 
方程 的 研究 有 着 密切 的 关系 . 在 常规 矩阵 论 中 将 广泛 运用 的 
Kronecker 乘积 与 Hadamard 乘积 的 基本 结论 推广 到 一 般 体 上 是 
相当 困难 的 (尽管 它 可 借助 于 换 位 子 理论 ). 本 节 引 进 实 四 元 数 体 
Q 上 矩阵 的 弱 直 积 与 弱 圈 积 ,讨论 了 它们 的 基本 性 质 "? 

定义 1 ibA-(G€q"",B-(G EQ, k 
aB ao 


= (ауы) ьхм 


amB ++ au B 
为 4 与 如 的 直 积 , 记 为 4@QB, 当 睛 是 @ fü dub R ЕЙ pxq 矩阵 
时 , 称 ДОВ 为 弱 右 直 积 ; 当 AG R"* 时 , 称 AQB 为 弱 左 直 积 ,两 
者 统称 为 弱 直 积 . 

Q EIERE EREN UE PEE PHE RER Kronecker 乘积 的 扒 
у= 
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命题 1 直 积 满足 结合 律 与 分 配 律 及 (4@B) = А'@В' ,并 
ELAH EBORE UC ffr 
G) (AOB-AGQBC- AGB). BER”. 
Gi) CA@B)= ААС AGB) M A€ R™". 
证 明 命题 的 前 半 部 分 显然 . 今 证 (zz). 因 
СОВ) = (афи) Би * au)... == (bu * а) 
= (aij bu) s = AQB. 
仿 此 可 证 (Gi). D 
定理 1 BAER, BEQ”, CEQ”, DEQ”, MA B,C 
中 有 -AE R EKE ges И 
САФВ)СС@Р) = AC@BD. a) 
证 R COD UB TURUEZ OI CER”). іи A= Gives 
С= Gus 由 于 A@B( 作 为 分 块 阵 ) 的 任意 第 i 行为 
(a, Bas By as B), ñi COD 的 任意 第 j 列 为 
cuD 
cuD 


ср 
СЛОВ) СОРУ НИО G0 229 
È Guo ou = H ancu) BD 

(A cw 部 是 中 心 元 ) 上 式 右边 恰好 是 ACOBD 的 (7 元 , 故 (1) 
ж. 0 

A it Kronecker 乘积 的 许多 基本 性 质 都 是 基于 类 似 于 (1) 式 
的 结论 而 得 出 ,所 以 Q 上 强直 积 的 一 些 结论 亦 可 由 (1) 式 得 出 ,由 
"JF Wi deu gU] , 故 仅 列 出 其 中 两 个 结论 而 略 去 其 全 部 证 明 . 

推论 1 mE A Hl n ЫЕ B (SS TEE AGB 满足 

tr(A@B)=trAtrB. (2) 
40 


M A B REIRME, AOR 亦 非 异 , 且 
(AGB)? —A^"GB^. 
推论 2 X m>xn ÉE A 5 pXq Ri B HA 


rank AGB) —rankA • rank B. (4) 
下 面 介绍 弱 圈 积 . 
定义 2 A= ER, B= (b) EQ" Wk 
A * B= (а) 6) 
HA BWAR. 如 A 与 8 中 有 一 个 是 R 上 的 方 阵 , 则 称 4。B 


VILI D 
圈 积 是 常规 矩阵 论 中 矩阵 Hadamard 乘积 的 推广 ,通常 
Hardmard 乘积 的 性 质 对 弱 圈 积 亦 正确 . 例如 , 易 证 下 面 的 合 古 ， 
命题 2 db 4,BEQ”, 则 
rankA ° B<rankA * rankB. (6) 
证 明 因为 4。B 的 第 1,2,…,n 行 与 1,2,…,n 列 恰好 分 别 
Aib ЛОВ 的 im 十 2 nh п ARES Ton 2n! йл 
АША ° B J& AQB 的 一 个 主子 阵 , 故 
rank (A ° B)<rank( AQB). 
由 应 用 (4) 式 即 得 (6) 式 .D 
最 后 我 们 介绍 矩阵 的 拉 直 . 
定义 3 PAS (ap EQ. ELA Qe" 的 一 个 映射 " 
MEADE aa) Sa JER r= Cans san) H ADN 
Ail A 的 拉 直 . 
MERE о 是 一 个 双 射 ,o Са) = А. 
用 弱 直 积 和 矩阵 的 拉 直 可 将 一 些 短 阵 方程 转化 为 向 量 方程 . 
Ж 定义 3 中 和 矩阵 A 的 拉 直 是 将 A 的 各 列 依次 按 列 纵 排 得 
ЗИК) mn 维 列 向 量 . 同样 ,我 们 也 可 将 矩阵 A 的 各 行 依次 按 列 纵 
排 得 到 的 mn 维 列 向 量 定义 为 4 的 拉 直 - 
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在 矩阵 方程 的 研究 中 ,我 们 有 时 会 用 到 矩阵 的 最 大 公 因 子 、 矩 
阵 的 可 控 及 可 测 和 和 矩阵 的 范 数 . 本 节 我 们 将 给 出 主 理想 环 上 矩阵 
的 最 大 公 因 子 、 矩 阵 的 右 互 素 , 含 么 结合 环 上 矩阵 的 可 控 及 四 元 数 
矩阵 的 范 数 等 概念 - Ч 


1 主 理想 环 上 和 矩阵 的 最 大 公 因子 


设 尺 是 一 个 主 理想 环 (PID). 我 们 称 UE К" АЧА. 
仅 当 存在 ULE Re^" li ULU UU, = 1 或 等 价 于 UU Je 4M cde U 
=101 жк 420. UER WO £ MEO TELE U, € nn gt 
UU -I.F]RE,U € R"“" 称 为 左 么 模 阵 当 且 仅 当 存在 U, € Rt 
UU, -—I. 

矩阵 А,В ОА ШЖ ДЕО 使 A=UB. 

ГҮМ ИД 

若 尺 上 的 三 个 矩阵 有 关系 Am CG, 则 称 G 29 A f — 41 
子 ,4 称 为 G 的 一 个 左 积 . | 

C 是 4 的 一 个 最 大 有 因子 ,如 果 C 是 A 的 一 个 右 因子 且 是 A 
的 每 个 因子 的 左 积 。 c 

设 ME Rex",R 上 的 一 个 可 六 阵 志 和 一 个 右 么 模 阵 避 满足 M 
==UL, 则 工 是 M 的 一 个 最 大 右 因子 . 

R Ей A 与 妃 的 一 个 最 磊 公 因子 定义 为 人) 的 一 个 
最 大 有 因子 

及 上 的 每 对 矩阵 A FUB 一 定 有 最 大 右 公 因子 , 且 可 表 成 

G=PA+QB 
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的 形式 ,其 中 卫 ,Q 是 R 上 的 和 矩阵. 
A 

тл) EAEE P A 各 有 一 个 可 过 的 最 大 右 公 因子 
G. 车 4 和 避 有 一 个 可 各 的 最 大 右 公 因子 G.M A 种 的 每 一 个 
坡 大 有 公 因子 是 如 下 形式 UG, JER U Je 4 EE - 

ЛЄК" B€ Rw" 称 为 右 互 素 当 且 仅 当 和 4 和 避 的 一 个 最 大 
丰 公 因子 是 么 模 的 。 

设 避 是 一 个 么 模 阵 , 且 


А 14 
v(a) =(o) 
Jm) (2) Hermite 行 , 则 VE R"*" 是 A 和 8 的 一 个 最 大 


有 公 因 子 且 是 么 模 的 充 要 条 件 是 4 和 B 是 右 互 素 的 . 

将 U 和 W=U7! 适 当 分 块 , 立 证 得 

V^ ой UA Way (1 O 

( o jo. Ma pe wj=(o 小 
Wy 
п) и w m ehm 列 构成 ， 

关于 R ЕТЕЙ — A RCKIE AST KA HR RE 
їй REG ЖЕЛЕ Tn R: PEKO PE ДЕХ. 

R 上 的 矩阵 A 和 8 称 为 等 价 的 当 且 仅 当 存在 么 模 阵 M 和 NN 
使 A=MBN. 

Ë AER”, B€ К”, A 和 8 为 外 斜 素 的 当 且 仅 当 有 XE 
КР YER” $ XA+BY=I. 

988100 к ЕШ А 和 加 为 外 斜 素 的 充 要 条 件 为 存在 
R ЕЕЕ В ABI АВ=ВА,А 和 BEHER, BA ARER . 


2 - 环 上 和 矩阵 的 可 控 


设 尺 是 一 个 含 么 结合 环 ,4E К", B€ К", И А CA, ВЖ 
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为 可 控 的 ,如 果 对 某 一 正 整数 p 有 nnXmp 和 矩阵 
(В,АВ, A! B) 
是 一 右 可 道 的 , 即 有 YE gg 
GAB, 7, AC HDY-I. 
IR GL AB, LATI BYE SD ВК СА, BJ НГЕ. 
ЖІ 当 R 是 交换 环 时 ,可 控 与 强 可 控 是 一 致 的 
注 2 当 R 是 一 个 体 时 ,可 控 与 强 可 控 也 是 一 致 的 . К 
PAER”. 考虑 R 上 的 右 向 量 空 间 R" 的 -系列 地 增 的 子 空间 
M,EM, ue, 
JUP, M;=Im(A, AB, AB). # jo Je атаму. —dimM,, 
iu edid Mi,+1 三 Mi,, 且 易 知 对 所 有 的 j2 j, ff M, 
n HCA, DRN, M, — F°. 因 dimR"=n, 故 j<n—1. 于 是 
(A, gun 强 可 控 的 ， 
Жз 当 R 是 一 个 体 时 ,(A,8) 可 控 当 且 仅 当 
rank CB, AB, A 'B)=n. 
下 面 定义 环 尺 上 矩阵 的 可 测 . 
设 尺 是 一 个 含 么 结合 环 ,AE Ке", BER”, 45313: E 6 AK 
д 


[45:31 
Ав | 


逆 的 , 即 有 YE R"””, 使 
А 


| 
a 

jm ') 

ИЖА СА, B) k a| 8809 . 
4 


如 果 pajas | 


LAB" 
JENN , ЕКСА, BE ИЙ. 

жа 当 尽 是 交换 环 或 体 时 ,可 测 与 强 可 测 是 一 致 的 ; 当 玉 是 
除 丈 时 ,上 述 (4,8) 可 测 当 且 仅 当 rankK 一 mm 

注 5 当 RR 是 实 四 元 数 体 Q@ 时 ,Q 上 的 矩阵 对 CM,Z) 可 测 当 
ILLE OM* L'AE - 


з ”四 元 数 矩 阵 的 范 数 


在 8 1 中 ,我 们 给 出 了 广义 丁 空 间 及 向 量 的 范 数 的 定义 ， 
设 AEQ"“…, 定 义 非 负 实 函 数 | А |. 若 它 满足 下 列 性 质 ， 
(D lAlzo.HI AI =0=А=0О; š 
Q) {аА —lal ll Al Є, lalit a (ES 
(3) [А+ВЇ< Al +I BI, 

ИК АЙ Ж 4 的 范 数 . BIHER AEQ” BEQ” AT 

IL АВ VAY ET, 则 称 该 范 数 是 相 容 的 ， 
例 设 4=(o)EQ" ,定义 


IAI =È 219%, а) 
则 它 是 一 种 范 数 , 称 为 广义 Frobenius 范 数 上 述 的 范 数 也 可 写 
成 如 下 形式 
[АЙ =GrA' A. (2) 
为 让 明 (2) 定 义 的 范 数 是 相 容 的 ,我 们 先 证 明 下 面 的 命题 . 
RE KAER, BEQ?” W 
Re[trAB]=Re[trBA]. 
证 明 Ub A= lan), B= (bu) EQ W 
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Ae 2 aam У Yu ett >) Урал. 
又 对 任意 的 a,5EQ, 显 有 
Re[a5] = Вера], Re[2--5] - Rea] -- Re], 
故 有 
Re[trAB]— > 2)кеа,,) 
=) RU] 


т 


=Re[ 27 X buar J=Re[trBA]. D 
我 们 说 按 (2) 定 义 的 范 数 是 相 容 的 , 即 
{АВЇ< АҢ 181. 

这 一 点 可 由 命题 2 及 $ 1 中 的 (1) 式 和 § 1 中 的 命题 14 易 证 明 . 

же 今后 在 本 书 中 四 元 数 和 矩阵 的 范 数 是 指 按 (2) 定 义 的 范 
数 , 除 非特 别 声明 . 

ШЖ. [А 1 满足 如 下 的 附加 性 质 UAU: || = I| A M oix HE 
U, FU, 是 广义 西 阵 , 则 称 上 4 1 为 广义 西 不 变 范 数 . 易 知 , 按 
(2) 定 义 的 范 数 是 广义 西 不 变 范 数 . 
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第 二 章 ”线性 矩阵 方程 


在 本 章 中 ,我 们 将 以 第 一 章 介绍 的 体 与 环 上 的 矩阵 论 为 主要 
上 具 , 研 究 多 种 线性 矩阵 方程 ,给 出 它们 有 各 种 解 的 充 要 条 件 及 其 
UMRIE. 


$1 体 上 矩阵 方程 4 和 一 已 及 其 反问 题 


众所周知 ， 

АХ=В @ 
是 一 类 非常 重要 的 矩阵 方程 . 许多 作者 在 实数 域 及 复数 域 上 研究 
过 (1) 的 一 般 解 ,对称 解 .Hermite 解 、( 半 ) 正 定 解 ( 见 C12] ~ 
(182). 本 节 我 们 将 在 体 上 研究 (1) :在 任意 体 2 上 给 出 (1) 求 解 的 
实用 方法 ;在 具有 对 合 反 自 同 构 的 体 K 上 给 出 (1) 有 (次 ) 自 共 胃 
解 的 充 要 条 件 及 其 通 解 表达 式 ; 在 实 四 元 数 体 Q 上 导出 (1) 有 
( 斜 ) 亚 ( 半 ) 正 定 解 及 广义 西 矩 阵 解 的 充 条 件 及 其 解 集结 构 ; 最 后 
给 出 (1) 的 反问 题 的 各 种 解 . 


1 矩阵 方程 (1) 在 2 上 的 一 般 解 


考虑 矩阵 方程 (1), 其 中 AE 077, Be ong B m eX € 
QU ЖЖЖЖ. 
下 面 给 出 (1) 有 解 的 一 个 充 要 条 件 . 
定理 1 2 上 的 矩阵 方程 1) 有 解 的 充 要 条 件 是 
rankA—rank(A,B)—r (0<r<min{m,n}). 
证 明 设 rank4=-, 则 有 PECL-CO),QECGL.(OD) ,使 
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о O0 
* 
Y=Q E P _. 
则 
CD 有 We( o)- (2) meno. ` 


出 第 一 章 $ 2 中 的 定理 8, 知 ， 


КСА, В) = k peA [9 9] «(7 9 5 
nita £o Po 人 8 9) aas y 


故 由 第 一 章 S 2 中 的 推论 1 得 ， 


L O B 
B,=OerankCA, B) rank Í E 
оов, 
从 而 ， \ 
GD4íf0e/ B,=Osrank(A, B)=r=rankA. D 
定义 1 W Anza Xn = Ол 2) 
为 (1) 的 导出 方程 ;而 以 齐 次 右 线性 方程 组 
АХО (3) 


的 一 个 基础 解 系 为 列 构成 的 矩阵 N 称 为 (2) 的 基础 解 阵 
显然 ,矩阵 方程 (1) 的 任意 两 个 解 之 差 必 为 其 导出 廊 程 (2) 的 
1. 
容易 证 是 下 面 的 
引 理 1 设 4E07…, 则 存在 PECL。CO) 和 QECL. CO) 使 
P4Q= [CD,0],、 
其 中 Dear. 
今后 ,我 们 用 Tw(A) 表 示 将 一 个 矩阵 的 第 EGO XL CHO ORO 
RA RENA 加 到 第 jiD) 列 ( 行 ) 上 - 
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定理 2 ”对 于 矩阵 方程 (1), 令 rankA—r, 
Am В. 
c-( L 0 ). 
Di 
G) C 总 可 经 过 一 些 初等 变换 (初等 行 变换 仅 对 前 m 行 施 
FESE s 列 仅 施 行 T0 B. iE 04628 
c=(?7 Onan рч), 
M. N52 Un 
JE DER” E —O sË rankCD,E)Zr 1s 
Gi) 和 矩阵 方程 (1) 有 解 的 充 要 条 件 是 好 =Oi 
Gü) G 中 的 NN 是 (1) 的 导出 方程 的 一 个 基础 解 阵 ;(1) 有 解 
时 ,G PH U 必 为 Q) 的 一 个 解 . 
AES] G) 因 rankA=r, 故 由 引 理 1 知 ,存在 P, € GL,(Q) 
和 们 QLEGL,(0) 使 


P,AQ,—CD,0) (4) 
Job De aen. 4 
à Q= (Mus Nas) (5) 
A 

Р, © Q U 

P=(o Je =o r) 

Jih Ue >, M P, R Q, Bilin. 4 

P. AU—P B= E, (6) 


则 由 (4? 一 (6) 式 知 ， 
без-( „(обо а) 
B cae pcm 
Q. U 
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am O Fs 
м N U Ë 
由 P2. Q, 的 结构 特点 及 第 - - 章 8$2 定理 1. 定理 2 MIC 总 可 经 过 
-系列 初等 变换 (初等 行 变换 仪 对 前 mr 行 施行 ,后 s MAME Ta 
GO EL E4629. Gi. # rank CD, E) — r SEXE G, 继续 施行 上 述 初 
等 变换 直到 化 无为 O. 

Одан) НОЯ, Е Pe GL, (Ql 


{в 


J EGL D 


使 
P(A,—B)Q=(D,0,E), (7) 
(,,0)Q— (M,N,U). 
故 C=(CM,N) 及 C:= 避 .将 CC: 代入 (7) 式 得 “ 
PAN=0, 
РАШ—РВ=Е. (8) 
UEF P,Q 均 可 道 , 故 N 为 (1) 的 导出 方程 的 一 个 基础 解 阵 . 于 是 ， 
rank (A,B)=rank (A,—B)=rankP¢A,—B)Q=rank(D,0,E). 
W DERM”, Е=0 3k rank(D,E)>r +1,44 
rank(D,O, E) -reE-—O- 
由 定理 1 知 ,(1) 有 解 包 已 =O, 若 (1) 有 解 , 则 EO. HORR P 
"i gt l,U 是 (1) 的 一 个 解 . Ú 
定理 3 若 矩 阵 方程 1) 有 解 , 则 其 一 般 解 为 
X=U+NH (9) 
其 中 上 U 为 0) 的 一 个 特 解 ,N 为 (1) 的 导出 方程 的 一 个 基础 解 阵 ， 
Нєо". 
证 明 因 U 为 (1) 的 一 个 特 解 ,N 为 (1) 的 导出 方程 的 一 个 基 
础 解 阵 , 故 
AU=B,AN=0. 
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Mii AHER HENTO”, H AU HNH) =B. GO) OO 
fit. i 


反之 , 设 X 为 CD 的 任 一 解 , 则 x—U 为 G1) 的 导出 方程 的 解 ， 
ЦЕЛО) —O. A ilii X —U — NH rp N 29 OO S 85 UU 
-个 基础 解 阵 ;HE Q7. MX 可 表 成 (9) 的 形式 . D 
推论 1 若 (1) 有 解 , 则 
G) rankA4==n, 有 了 唯一 解 ; 
Gi) rankA<n 时 ,有 无 穷 多 解 . 
综 


,我 们 可 得 求 矩 阵 方程 (1) 的 通 解 的 具体 步骤， 

G) 作 和 矩阵 C Loo 

Gi) ”对 C 作 一 些 初等 变换 (初等 行 变换 仅 对 前 m 施行 ,后 ; 
АТ T, O0 „г< DEOS G 的 形式 . 若 天 =O, 则 (1) 有 解 ,否则 
无 解 

(Gi) 车 (1) 有 人 解 , 则 上 U 为 (1) 的 一 个 特 解 ,N 为 (1) 的 导出 方 
程 的 一 个 基础 解 阵 . 于 是 ,(1) 的 解 集 为 {U 十 NY|YE О" O”). 
2 Беа K БОВ 


ИОГ ВЕ) JEP AEK, Be Kn^ T FEM A, 
4i P€GL.KOR QE€GL,CORE 


pAQ-(7 ME ао 
o 0 
以 下 伍 令 i 
2o [Bac Варе 
PBR "(э pe, | ар 
an 


N= (Bz , Bu). 
и R= ROTER. 
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引 理 2 矩阵 方程 (1) 有 和 解 当 且 仅 当 和 N=O. 有 解 时 ,其 解 集 为 
(a xe [x«exo eee. a» 
Xa Xs 
证 明 设 (1) 有 解 X, 并 令 
Q^XQ (х x: 
Xa Xs 
则 ç s 
1, ОХ Xs) (Ву Ba 
[5 i n хг) (5 2) 
TAE Ba =0, B5 70, Bí = Xu Ba — Xi HORS X 具有 (13) 的 形 
XH №0. 
反之 , 若 N=O, 易 验 知 具 有 (13) 形 式 的 X 是 (1) 的 一 个 解 . D 
定理 4 ”和 矩阵 方程 (1) 有 自 共 施 解 的 充 要 条 件 为 N=O, 且 
BA' ESC。(K). 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 
| o Bs 
B; Xx 
证 明 设 XEeSC.(K) 是 (1) 的 二 个 解 , 则 
| | BA' = AXA' Є5С„(К). 
由 引 理 2 知 N=0 且 X 具 有 (13) 的 形式 . 由 于 X = X, XI = 
Bi Xa € SC, (K). 从 而 ,X 具有 (14) 的 形式 
反之 , 若 N=O,84'ESC-CK), 则 由 (10) 一 (12) 式 得 
Ba Ò 
о о 
故 Ba € SC,(K). 从 而 具有 (14) 式 形状 的 XESC,(K). 易 验 知 , 具 
HODER X LAODH. D 
i EsTfl COXCF Ж АЗИЕВ. 
定理 Жила EL ESL fO] TE AP БЛ ЖТ ВА" 
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je [neseno š а 


вл’ =Р je * €Sc Qo. 


ESS, GO BH. N=0. 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 


(a к) 


HL ЕШ E, RITA ШЕ PEUT E COD ОЖ) А ЗЕЕ 


х„єз5, (кэ). a5) 


的 充 要 条 件 及 其 解 集结 构 . 
以 下 令 
局 В, 
лр 1 au 
PHQ "(5 ul н 
M=(B,, BO. 


引 理 3 ЕЖЕ OUR ВИч M=O. 有 解 时 ,其 解 集 
为 А 
M x)e" exem aser en. 
可 由 引 理 3 证 得 下 面 的 
定理 6 符 阵 方程 (1) 有 次 自 共 撤 解 的 充 要 条 件 为 M=O Н. 
BA € НСК). 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 


В, B, na 
(as "m xen. 

定理 7 ЖЛ С) АО ЖЖ ЖЕМ M=0 
H ВАФ?Є 5„СК). 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 


人 ex Jen 


` 


X,ES,.- 


3 ”和 矩阵 方程 (1) 的 ( 斜 ) 亚 ( 半 ) 正 定 解 


本 段 考虑 矩阵 方程 (1) 的 ( 斜 ) 亚 ( 半 ) 正 定 解 . $ K —Q. 
定理 8 和 抢 阵 方程 (1) 有 亚 半 正 定 解 的 充 要 条 件 为 N=0, A 
BA' € SP. 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 
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| ( Bu Bu 
—В%+Ш(В, +В) D+UB,U' 
证 明 设 XESP; 为 (1) 的 一 个 解 , 则 由 引 理 2 知 ,N=O. X 
BA' 2 AXA' € SPz. X А Q3 IRE SR. 由 第 一 章 § 3 的 命题 5 
VD 


e [pesei uean} ae 


(5 Bu 
Xn Xa 
由 第 一 章 $ 3 的 定理 8 知 ,矩阵 方程 X(B +В) = Ха By4í ft 


H Bu Xa ОВО" "Up AYERE EEM, 其 中 U HERA 
阵 方程 的 任意 解 ， 从而， 
Xna =U (Ba +B) — Въ, Xa= DUBU". 

Tc X 可 表 成 (16) 的 形式 . 

反之 , 设 N=0, 且 BA' ESP; ,由 (10) 一 (12) 式 ， 

BA'=P (o б\р 
о о 

由 第 -- 章 8$ 3 的 定理 8 知 ,Bu 为 亚 半 正 定 阵 . 从 而 具有 (16) 形 式 
的 X 必 为 亚 半 正定 阵 . 易 验 知 , 具 有 (16) 形 式 的 X 是 (1) 的 解 . 

推论 2 (1) 有 亚 正定 解 的 充 要 条 件 为 BA' ЄР. 有 此 种 解 
时 ,其 解 集 为 


}єзр:. 


"|De Pp: UER" 2]. 


E e ire 
=B +U BatB) DEUBQU') 
定理 9 矩阵 方程 (1) 有 斜 亚 半 正 定 解 的 充 要 条 件 为 M—O 
H BAO € SPI 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 
B, B, | 
C PN Laos) |pespt2,ueqre 小 
推论 3 矩阵 方程 (1) 有 和 斜 亚 正定 解 的 充 朗 条 件 为 M=O, Н. 
BA € Ре"). 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 
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{a( р © Jan perm ver], 
DU BU —B'-U (B+B) 


4 jBREZHECORSJ SLE ABE RE 


ACER AE EAR r FE CO GI" LEER ЖҮР A € Qr", 
B€q"". B Q= {AEQ™]AA' =L). 
对 于 UEQY", 易 见 存在 不 唯一 的 ULEQ"0* 使 
(jem 
:此 时 , 称 U 与 Ui 互 为 广义 西 正 交 补 . 
对 于 A€ Qr" tif 8 4 中 的 定理 2, 存 在 可 逆 阵 忆 和 Q， 


使 
a=7 (2 2e. an 
o 0 
Jt 
D-diag(ai ›о,),02>0,ї= lr. 
以 下 令 
Pao-( _. аву 
Lim—r 


定理 10 ЯО ОЯТ ЖИЕ PE SEXE (kg ЛА" = 
Вв". 有 此 种 解 时 ,其 一 般 解 为 
DM 
x=al » 
JERV 为 D7 M 的 任 一 广义 西 正 交 补 - 
证 明 OH EE X 
BB' —AXX'A' —AA'. 


e. a9» 


с, _ 
^ x=Q(C je ,其 中 CIEQ…, 则 由 (17).(18) 可 得 C=D 'M. 
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由 XEQY2 知 ,C:=Cu. MK X R# OS RDES . 
反之 , 设 A4' =ВВ',ЙЇ (17) 8) NI, L= O, D = 
MM' .从 而， 


s-r(^)a: „(D 'M)(D-'M)' IE 


з, рмЄ т". 故 具 有 (19) 形 式 的 X 必 为 广义 西 矩 阵 . 易 检 
知 (19) 为 (1) 之 解 .D . 


5 ”和 矩阵 方程 (1) 的 反问 题 的 各 种 解 2 


自 文 (36] 提 出 实数 域 上 的 线性 方程 组 Az=5 的 反问 题 以 来 » 
此 反问 题 一 直 是 人 们 研究 的 热门 课题 . 文 [36 一 40] 分 别 给 出 了 其 
正定 对 称 解 与 对 称 矩 阵 解 ( 反 )Hermite 矩阵 解 及 半 正 定 Hermite 
矩阵 解 的 某 些 解 法 及 解 集结 构 , 文 [41 一 43] 推 广 并 改进 了 上 述 反 
问题 及 一 系列 结果 ,解决 了 体 上 线性 方程 组 更 具 广 泛 性 的 一 类 反 
问题 , 文 C30,31,44] 又 相继 提出 了 复数 域 上 的 矩阵 反问 题 . A£ ВЕНЕ 
广 并 改进 了 所 有 上 述 反 问题 ,解决 了 矩阵 方程 (1) 的 反问 题 ;给 定 
实 四 元 数 矩 阵 X 和 В, RUTHER A, E AX=8, 给 出 了 此 反 
问题 一 般 解 的 实用 求法 ,有 (次 ) 自 共生 解 ,( 斜 ) 亚 ( 半 ) 正 定 解 及 广 
义 西 矩阵 解 的 充 要 条 件 及 其 解 集结 构 ,它们 的 证 明 读者 可 仿 上 完 
成 . 

先 考虑 和 矩阵 方程 (1) 之 反问 题 (简称 IP) 的 一 般 解 ,其 中 x€ 
Qr BET HEIRE AEI HRA . 


定理 11 令 
X. d. 
e o): 
LC 作 -- 系 列 初 等 变换 (初等 列 变换 仅 对 前 * PED 41, T OO i 
>>n,j< 店 化 为 
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D, M. 
O Neo. 
E UL 
Jh De a E=0 s rank( 7 rt. # G Pi E ЖЖ O, 
WI IP 有 解 ,否则 无 解 ;有 解 时 ,TP DURER (U + HN |H € 
eren, 

下 面 考虑 IP (& GO B 3088038, ДОР X€ Kr" Be kr, 
我 们 要 求 如 下 集合 : 

S,—-(A€SC.(CK)| AX - B,X€ K;“",B€ K"”"), 

S,—(A€SS.CK) |AX — B,X€ Kr"",BE K"”"), 

5,={АЄН„(К)|АХ=В,ХЄК?”",ВЄ K"""), 

S, (A€S.(O|AX—- B,X€.Kr"",BE€ K""").. 

XF ХЕК", SEGL (KYA T E GLa CKE 


G= 


> 


则 有 如 下 的 
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定理 12 G) 5, 426М,=0 H X' BESCn(K)， 


当 S, 非 空 时 ， 


| (а, 多 


Gi) S: PZM, —O H Х'ВвЄ55,К). 


A«€SC. «кэ ; 


ELE 


„[Bu — Bà 
Ses (s: An js 


Gi) S,3EzEeSN,—O.H X B€ H.(K). 
‚ш, 


лає, (ә), 


B An 
{se 
-[s ү gils [mema]; 


Gv) S ERSN:=0 H X BESK). 


s 非 空 时 ， 


В, An 
s-[s ji wo 


лез). 


最 后 ,我 们 考虑 IP 的 广义 酉 矩阵 解 ,其 中 XEQ Be 


Q". 即 求 集 合 


d 


Д Co diag Gd i DA = 1, ©, XX" TERMER. Ф 


$.-(A€Qi"|AX- B,Xeqr7,BeQu). 


对 于 XER" A а í n EPFL m Г 


W: V # W , ë 


V! BW— (T TD rh T, € Q**, 则 有 下 面 的 
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定理 13 S,4E2zeX'X=B'B.34 S. 非 空 时 ， 


= {VTC (TCV (C DTEQY 


$2 4k.L4548 232 AXA' —B 5 AXAC—B 


在 本 节 中 ,我 们 研究 矩阵 方程 
AXA'—B, O 
及 
АХА“ =B, (2) 


f K Eti CO HIEM OEC B JESUS TE SEA I] Pk JUN 
解 表达 式 ; 在 Q E SE HH (14 ОКЕ, СОТНЕ GEO EE 
解 的 充 要 条 件 及 其 解 集 结构 . 


1 07712 (1656365688 


考虑 矩阵 方程 (1), 其 中 ACK Be Кт". 对 于 上 述 的 A, 
fi PE GLK) QE GL GO f 


L O 
+aq=[ ° o): (3) 
令 
Ba Bur 
и : ‹ 


引 理 1 矩阵 方程 (1) 有 解 的 充 要 条 件 为 В„=О,В„=О 及 
Вь=О. 有 解 时 ,其 解 集 为 


Ba Xs T Е н 
Я ples ОКЕ КЕЗДЕН, 
CM xe каек 4€ 4€ 


(5) 
证 明 рса 
PAQQ"'XQ^'Q'A'P' —PBP'. 
若 (1) 有 解 X, 令 


r п-т 
Xù “чү 
Хи Х.п" 


1, OV (X. Xe Oy (В, Bu 
б oix xu plebs PI 
AT Bu = Xu 870: Ba 70, Bu 70. IER X 具有 (5) 的 形式 . 
反之 ,车 Ba=0, Ba =0, B«—0, RA, RA COJESRÉ X 
一 定 为 (1) 的 解 , D 
定理 1 优 阵 方程 (有 自 共 饭 解 的 充 要 条 件 为 BE SC. (K) 
H B5 70, Ba —O- 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 


q ''xq- ` =[ 
w 


Ba. Xayo, — s 
(те |Х«еК”*”›Х„є5с, к). (0) 
à Xn 


证 明 设 XESC,(K) 是 (1) 的 一 个 解 , 则 
B—AXA' €SC.(K), 
HEI 140,850, B5 0, X 具有 (5) 的 形式 ,但 XE 
CK) i X9 X5 Xn € SC. OO- 从 而 ,X 具有 (6) 的 形式 ， 
反之 , 若 BESC。(K) 且 В„=О,Вь=О,Й] В„=О, 
Ba € SCCK). ii 3| BB 1 知 ,(1) 有 形 如 (5) 的 解 , 令 
Хһ=Х&,ХьЄ5$С, (KO, 


оҥ 


w 
Bu 
xee( и 
易 验 知 上 述 X 为 (1) 的 解 : D 
同 理 可 证 下 面 的 
定理 2 EETEHI HRH HN BESS.) H 
+ Bu=0, Ba =0. 有 此 解 时 ,其 解 集 为 
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Q'€SC,CKD. 


Ba Xs 


le i. x Je |x«ek uessa), 


2 矩阵 方程 (1) 的 亚 ( 半 ) 正 定 解 


4 K-Q. 
定理 3 矩阵 方程 (1) 有 亚 半 正 定 解 当 且 仅 当 B€ SP; H B 
=0,Ba=0 及 Bw 一 0. 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 


В Хь 
Езен à ) 
e, и+В) DEUBQU 
[DESPi- UER?” , Xu EQ”). (7) 
证 明 Ё X€ SP; 为 (1) 的 一 个 解 , 则 AXA' = 人 ESP X 
山 引 理 11,8, 0, Ba —0,B5—0 B. X ДЯ СР. 由 第 
З 5, 
的 Xu 
Ха Ха 
山 第 一 章 $ 3 定理 8 SI ЕЛУ E X Ba L Bi)= Xi XXX X 
АІЖ E. Bu Xa ОВ" D 均 为 亚 半 正定 阵 ,其 中 U 为 上 述 . 
NIME; UA Е—#. 从 而 ， 
Ха=0(В +В) — Xi X =D+UBuU'. 
жох 可 表 成 (7) 的 形式 - 
反之 , 设 BESP; ,В,=0,В,=0,В,=0, 则 由 (4) 知 ， 
B, Oy, 
s=r-( u o)” 
从 而 ,为 亚 半 正 定 阵 . 再 由 第 一 章 $ 3 的 定理 8 及 命题 5 知 , 具 
(7) 形式 的 X 必 为 亚 半 正定 阵 , 且 易 验 知 (7) 必 为 (1) 的 解 . D 
推论 1 矩阵 方程 (1) 有 亚 正定 解 当 且 仅 当 B. € P; Н Ba 
Op 一 0,pz 一 0. 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 


Jese:- 
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РИ aje 
—Х«+‹В,+В,) D+UB,U' 

|DE Pi- U EQ” XER). 
$1050 $ 2 POR pt pe P Q up 


[7 
An I 
- E al 
ITE m ERUIT n MEI SEE 80 4k a FIER š 
[人 9 
] о 0 
Q O 
W P,Q ES rR Ий. 
3 ЖЕЛЕО ЮЛАЕВ БЕ GEO IEZERE 


XEF A€ KP” HI B€ К", РЕСІ (KM V € GL, CKE 
о t 
o ol’ 


Жж жи 
这 样 求 得 :对 算 


Pav=( 


> 


тг r 


Ор s 
Вы Вы т 


引 理 2 EH BORESHIUS B, —0, B4 70 Ж Ва= 
0O. 有 解 时 ;其 解 集 为 

Xn Хь С) te- rl бя n) X cr rf nr) 
("n x)" [xsex XEK ,XuEK: 

出 引 理 2 及 Chi $ 3 中 的 命题 10 易 证 得 

定理 4 ШЕОЛ ОЯ K E EIR H COM Bu; Ba Beti 
HER, H BE HOO. 有 此 解 时 ,其 解 集 为 
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X, Х.н] €— 
Vg, gpl Se rms nao). 
u XS 


定理 5 ЕЛЕК АЗИ НИХ Ba, Ва, Bn 

Е, EL B€ S, CO 有 此 解 时 ,其 解 集 为 
Ka X 

IL evo peenmmanes. 

山 第 一 章 $ 3 中 的 命题 16 及 定理 15, 可 证 得 

定理 6 和 矩阵 方程 (2) 有 和 斜 亚 半 正 定 解 当 且 仅 当 Ba, Ва, Bas 
Vy Q ВЕ, H B€ SPI. 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 
LN DEO eU. Je 

Ba —X( Gg Bü DU. 

IX, €Q«?"*,DesPiUeqen). 

推论 2 (2) 有 斜 亚 正定 解 当 且 仅 当 Bs Ba Ba WEISE. 
Hy € PLU. 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 
I Xy D+U BuU ve 

B, = Хи + BatB U. 

|X.€Q*-7"*,De Pi3QUeqn en), 

说 明 的 是 ,我 们 尚 可 利用 矩阵 的 广义 逆 来 研究 矩阵 方程 
(0 种 (2) 请 读者 证 明 下 面 的 

定理 7 设 4EQ",BESC-(Q), 则 

G) HEFER A MRE REA АЧ 

AA" BCA?)! A! S B. 
在 此 条 件 下 , COE А ENEA 
X—A'"? BCA?) * +Ү—А%АҮА' CA)", 

其 小 YESC。(Q) 是 任意 的 . 

Gi) DRM XESP. 的 充 要 条 件 是 

BESP, BR(B)ERGA). 
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有 此 种 解 时 ,其 通 解 为 
Х=‹А?С+(,—АФ?А)Е)СА"С+(1„— A" A) E)' ， 

ЖР C€ QW СС' = B.E€ Qn 44 为 4 的 任 - 一 确定 的 {1} 

x. 


$3 WARE AXB=C 


本 节 我 们 将 在 体 与 环 上 研究 矩阵 方程 
АХВ=С (1) 
在 任意 体 Q 上 给 出 (1) 的 实用 解法 ,在 单 Artinian 环 及 主 理想 环 
:导出 (1) 可 解 的 充 要 条 件 , 在 正则 环 上 给 出 通 解 的 表达 式 , 在 具 
有 对 合 反 自 同 构 的 体 K 上 研究 (1) 有 (次 ) 自 共 思 解 的 充 要 条 件 及 
其 解 集结 构 , 在 实 四 元 数 体 Q 上 给 出 (1) 有 ( 斜 ) 亚 ( 半 ) 正 定 解 的 
充 机 条 件 及 其 解 的 表示 式 - 


1 ЖЕ) 0 上 的 一 般 解 


我 们 先 引 入 下 面 的 

定义 1 交换 单位 阵 的 两 行 ( 列 ) 所 得 的 矩阵 称 为 第 -类 初等 
隆 ;第 一 类 初等 阵 的 乘积 阵 称 为 交换 阵 ， 7 

та 上 的 全 体 nXn 交换 阵 记 为 C.(O). z 
38H81 OXF AEC N), H A^ — A. 
Gi) XER, PEC. N) QEC N), fi 
(PXQ) =Q'X'P'. 
引 理 2 BAEN, BER WA 
P,€GL,(0),Q,€C.(0),P,€ GL, (0),Q,€C,(0), 


使 得 


1, 
галаа, A) Qu - (7). 


“ 


引 理 3 RAEO”, BEAZ WUER P, € GL,(0),Q € 
GLA) ,使 得 


D,» 
Pa4=( š ).ве= м, +0). 
о k: 


证 明 ШТ гапкл =, АТ P, E€ GLa (0), P EGL, (0), й 
f 


从 而 ， 
^o (fs Oy uu (1, Oy [Due (Due 
һа (5 о)" -(4 ls )-( |. 

问 理 可 证 另 一 等 式 . 口 ў 

下 面 考虑 矩阵 方程 (1), 其 中 Aeon, Beo, ceo 
Jule, X 是 Q 上 的 未 知 矩阵 . 我 们 先 考虑 2 上 的 一 类 特殊 的 矩阵 
JR. 

定理 1 ü De Q MERZ C em Wm 


DXM=C, (2) 
ж. 
证 明 Ф 
X M 
с-(, cJ 


IRE 2 —3€ $ 2 中 的 定理 1 与 定理 2 知 ,对 G 的 后 行 和 后 
rz 州 分 别 作 一 系列 初等 行 和 初等 列 变 换 , 必 要 时 ,分 别 交 换 G 的 
їйї n 列 和 前 s 行 , 则 G 总 可 化 为 如 下 形式 : 

Y, Y, 1, 
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ШИЕ P,, P, 和 交换 阵 Qu ,Q, 使 得 


I, 
P.DQ,= (I, Aon ( 7) ,P.C,P,=C,, 
à 


ехе-(у у). 


Aii C, =P CP. 由 引 理 1 Я, 
Y, Yo aet 
ç ry, 
Ye EY, 
MJQ, 'XQ;'=Y. JR Yi=C,—AVY,—Y,B,— AY. B, W| 
P.DQ,YQ,MP, 


xo ANC SN x] (5)- =C, 
Л 


Ү, 
从 而 ， 


охо. [ 


DQ,YQ,M= Pr CPi =C. 
JR, = У, HJ CORIR. 3X HEY 中 的 Y; Go 2:3: 0225128 
上 上 相应 阶 数 的 任意 矩阵 . D 
定理 2 ” 设 矩阵 方程 中 的 A, в.с 
T; torn 
D, €, Can 
a" ").в= М,,.0), c-(¢ С 
ДОР л =тапкА r5 —rankB, C, € 07^: , 1 
G) ”0Q1) 有 解 当 且 仅 当 Cz,Cs 和 C, 均 为 零 矩 阵 ; 
Gi) 车 (1) 有 解 , 则 (1) 与 (2) 同 解 . 
证 明 由 
D; с, С, 
[s xen. o- (2 с): 
得 
66 


D..XM,, O) _ (C, C, 

I о MEM с). 
MARS OE BLUR С, =0,С,=0,С,=0,8 D. XM, C, 
由 定理 1 知 ,(2) 一 定 有 解 . 从 而 (1) 有 解 当 且 仅 当 C,=O, 


若 (1) 有 解 , 则 (1) 与 (2) 同 解 是 显然 的 . D 
由 引 理 3, 和 矩阵 方程 (1) 中 的 A 与 8 总 可 分 别 经 过 一 系列 初 


D 
等 和 变换 和 初等 列 变换 分 别 化 为 { ° ) 和 (a4,10) 的 形式 ,再 由 


定理 1 和 定理 2 可 得 下 面 的 
定理 3 对 于 矩阵 方程 (1), 令 
в=(® 2j 
A C 
则 
G) 对 Go 的 后 m 行 和 后 t 列 分 别 作 初等 行 和 初等 列 变换 ， 
总 可 化 为 如 下 形式 


о м, O 

о M, A м 
v с) Du X Gl. 

А о с с, 


ЈИ, =тапкА „ғ =тапкВ. # №, 出 现 , 则 (1) 一 定 有 解 ; 若 N. 
出 现 , 则 (1) 有 解 当 且 仅 当 C,,C,,C, 均 为 零 矩 阵 - 
Gi) KMAR, G X= Са) EERE 


L X M, 
G-|O D, с |, 
о F о 
x 
对 G 的 子 阵 (DCi) 作 一 系列 初等 行 变换 ,必要 时 交换 | Dra | 的 
1, 
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М„, 
ня, 0938093888 G 的 前 i 


化 为 
ОИ? 
fe 人 у) (5) 
|o d, A» a’ 
lo 4 о 
Ji 


Y, Y, 
Ys y) 
WI X=QYQ, GEP YoYo Ya 为 9 上 的 相应 阶 数 的 任意 阵 ) 即 
为 (1) 的 一 般 解 

例 1 在 实 四 元 数 体 QQ 上 解 甜 阵 方程 
i+2j 


Y, 2C, AY, —Y:Bı— А,Ү,В, ү=( 


je 
ziti 


«0 3k 1 X 2 1 - 


| 1+i+j — itj+k 
1 l1+i+j+3k db RE 


ЖЕ: Үр E-S 
зна 名 十 i 一 到 


0 1 

1+i 3 
= 1+4 
解 
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+2) Pr) 
[2] 2 : | 
3+i—k 
l PH) у р O 
0 3A 1 H 1 十 i 十 3 
1 1+ 计 计 3 pq RR: —1 1+j 
1‹ Tel) 


0 
0 
0 
D 


DOPEREj ERA 


0 3k 1 Pop 
в ° Ë rep | 
і 2' 2 
1 
W 1, 1 ， | 关 O, 故 题 设 方程 无 解 . 
2 3^ i* 
例 2 解 Q 上 的 矩阵 方程 
1 1+i+j i+j+k i+2j 2i—j 
i —1+i+k —l-à—j|X| 2 2 


j —l+j—k —ilci—hk) 【3+i—k 1—j+3k 
2+j=k  l+i+2 

=| 2i+j+k 141—2). 
—1—i+2j 2i+j—k 
解 
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1 十 27 2i—j 
2 2k 

| 34i—k 1—32 

1 ii ji L 241  1+г+2Ё 

i —l+i+k —1+k—ji 2i+j+k 147—2 

j —1+j—k —1+i—k i —1—i+2j 2i+j—k 

)Ta(— p 

Ta), 


о 


0 
0 
0 
ol 
0 
0. 


о 0 0 o i 

因 C,,C;,C, 均 为 零 阵 , 故 题 设 方程 有 解 , 作 和 矩阵 | 
ў А 

0 

0 
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0 0 1i “n ха Zs iMd 


1 0 
0 1 
ra, 
Qi I, Am Qc ER Ст), 
ie 010 
a=, 1 (|= о oj, 
El 


也 :一 (zzzyzsz) 
z 

ms=( ") И 
Е 


za ош 
v.-( а ") 


Zn Ty 
取 Y'i=C—AY,—Y,B,— АҮ,В,, FERRERA 
хи Y, zu 


X=Q.YQ,= 


Zn Z= TIn 


хи Iu 23 
JU]! rayzsGt 一 1,2,3) 及 zzzzzEQ@Q 均 为 任意 的 . 

特别 地 , 取 Y,,Y, ЖҮ, 均 为 零 阵 , 则 Y, — Cu, 于 是 , 题 设 方程 
的 ”个 特 解 为 
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2 ODER Artinian 环 与 主 理想 环 上 可 解 的 条 件 


设 尺 是 一 个 单 Artinian 环 , 则 由 第 一 章 $ 2 中 的 定理 5 知 ,R 
与 体 0 上 的 全 矩阵 环 ПН). 

引 理 4 0 上 的 矩阵 方程 XB8=C 可 解 的 充 要 条 件 为 

B 
rankä=rank( 7. 
此 引 理 可 仿 本 章 $ 1 的 定理 1 的 证 明 完 
引 理 5 R 上 的 矩阵 方程 AX = B #í Ч НИХ М rankA= 
B 
rank CA, B); XB—C 有 解 当 且 仅 当 rank p=rank( 0,). 

证 明 短 阵 方程 AX — B EROR TLDUS ЛаХа= Ba fi ft XE 
=C fi ffi XaBa= Ca 有 解 , 故 由 $ 1 的 定理 1. 引 理 4 及 第 一 音 
$ 2 中 的 定义 6, 立 得 引 理 5 的 证 明 - D 

下 面 考 虚 矩 阵 方程 (1) ,其 中 AER, BER”, CER". 

定理 4 R 上 的 矩阵 方程 4) 有 解 的 充 要 条 件 是 

rankA —rankCA;C) H, rankB=—rank[ 人 

证 明 设 X。 满 足 AXoB8=C, 则 XoB8 为 AX=C 的 一 个 解 . 
ЖОШ IF 5,rankA=rank(A,C). 同 理 由 АХ, 是 XB—C 的 一 解 
得 

rankB=rank( Ё ) 
反之 , 若 rank4 一 rank(4,C) 且 талй тал) , 则 由 引 理 
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5 ,可 设 X, 和 Y, 分别 是 AX=C 5 YB=C 的 解 . + 
X2XC?Y,.Jll AXB=C. D 

以 下 设 R 是 一 个 主 理想 环 . 

定理 5 AER, BER”, CER”, H MER" N€ 
有 “是 么 模 阵 ,使 
А 


мл=( 
O 


) ‚вм=‹ВЁ,О), 


иһ Aeg, BER”. A 
4 4—1 
Cu i d 
Сы Ca 
了 上 是 不 的 一 个 最 大 左 因子 ,S 是 8 的 一 个 最 大 右 因子 ,使 得 A= 
LU,B—VS,U 是 一 个 左 么 模 阵 ,V 是 一 个 右 么 模 阵 . 矩阵 方程 (1) 
有 解 的 充 要 条 件 是 
G) Cua=O,Cua=O,Ca=O， 
Gi) L-tCaS t€ R“. 
证 明 XER” Е AX B=C. Л 
Cu Cn À 
(二 со) =(о) в.о». 
从 而 GD 成 立 ,注意 到 C = AX B, MCI 
UXV=L-'CuS-, 
其 中 左边 在 R E. 从 而 (ii 成 立 . 
ERIzdRU'eRm"UHV"en"4BUU*—LV*v-IL 4 X= 
U*L'C4S7V* li OR GD XET X€ К", AXB-C 成 立 . D 


c=McN=( 


m—r 


. 3 正则 环 上 的 和 矩阵 方程 (1) 


设 尺 是 一 个 正则 环 . 考虑 矩阵 方程 (1), 其 中 4ER" BE 


R, C€ R". 
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定理 6 R 上 的 矩阵 方程 (1) 相 容 的 充 要 条 件 为 
АА®%СВФВ=С, (3) 
或 等 价 于 
AA®C=C Ж CB” B=C. (4) 
有 解 时 ,其 通 解 为 。 
X—A'CB' +U— ÁV AUBB' (5) 
其 中 UER"*' 是 任意 的 . 
证 明 若 (1) 相 容 , 则 易 知 (3) 成 立 . 反之 , 若 (3) 成 立 , 则 对 任 
EUER”, A 
ACA CB? -U — A? AUBB'?)B—-C. 
故 (1) 可 解 , 且 (5) 是 其 解 . 另 一 方面 ,对 (1) 的 任意 解 XE R"”, 有 
AXoB=C 及 
X,— APCB' - X, AT AX,BB'?. 
故 (5) 为 (1) 的 通 解 . BRA, G6 00 D 


4 gk BO OBSS 


本 段 考虑 矩阵 方程 (1), 其 中 AEK BEKR’ CE K". 
由 第 一 章 §4 中 的 定理 1, 可 设 矩 阵 对 (A4* ,B) 的 DSR 分 解 为 


O L, Ol 
PA’ -人 (7 S рво=|° 2 07" 
910 oh о ojn 


о O Ojin—-r-n 
Jin ntn P€ GL.(K),Q€GL,.(K),Q,C€ GL,(K). 


令 
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、 [Cn Cun 
co-(@ c) e 
Ш АХВ=С,Х=Х' ТКТ 
Q' AP' P-' XP^? PBQ,-Q' CQ, X* =X. a0) 
将 (6),(7),(8) 代 入 (10), 得 
Xs Xu 
") ol (6 c, 
ш.) -(с c) 
从 而 再 由 (9) 立 得 X Cn Xi =C Xa Ca Xi 7 C3:0;70, 
Cs=O,Ct=O. 于 是 ,我 们 得 到 下 面 的 
定理 7 设 (1) 中 的 矩阵 对 (4 , 有) 的 DSR 分 解 为 (6) 式 ， 
P^! XP7Q' CQB СУСТ), (8) E CO UA PEZ E (1) í Él 
Jitjifge Вч C,,C, C4 皆 为 零 阵 且 C5 — Cu- 有 此 解 时 ,其 一 
艇 解 为 
Ch Ci Xs Xu 
Xh Xi Xa Xa 


JEP X EKo X4 € SC, (K) X4 € Kem, 
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X4 € SC, (K), X € Kn" 77 XuESC ， ORR. D 
注 1 ТААН АИ ERRIMA 
构 , 请 读者 仿 上 完成 . 


` 5 ”矩阵 方程 (1) 的 亚 正定 解 


考虑 矩阵 方程 (1) ,其 中 AE Qn" B€ QR C€ Q”. 由 第 
一 童 §4 中 的 定理 1 可 设 (1) 中 的 矩阵 对 (4,8" ) 的 DSC 分 解 为 


r п-т 
1, Or 
гаи (6 oliin 
о о 0 о\у—„ 
PB'U=|O 1, O Ojr, ар 
о о O Tn 


其 中 ,PEGL,(Q) ,UEGL(Q), PEGL,(Q) ri brin Ф 
rn n noron n 


Хи Xa Хь Xuļror 


Рт ro 
p. | б\г 
рер; (6 elo аз) 
т T 
/Cy Cayr—rs 
e-( С). 3 ao 
显然 , 甜 阵 方程 (1) 等 价 于 下 面 的 矩阵 方程 
PAUU ХО "О" BP; —PCP;- (15) 
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将 (11) 一 (13) 代 入 (15) 得 
У (> 


X. 


Ха Xu 


о 


|_ 
Е 


C, 2) 
c, GF 


шарк ЕЖУ C; 70,0, 70,0, -0 R X= Cni Xu =C 


Xa 一 Ca,Xz 一 Ca 于 是 有 下 面 的 


引 理 6 ”考虑 矩阵 方程 (1), 设 (A,B8" ) 的 DSC 分 解 为 (11)， 
U "xU ` PCP; 及 Ci 分 别 为 (12), 《13) 及 (14), 则 (1) 有 解 的 充 
昌 条 件 为 C=O,C;=O,C,=O. 有 解 时 ,其 一 般 解 为 
Xu C Xu би 
Xa Сы Xa Ca|,. 
X-U х, Xa Xs "I ae 
Xu Xs Xa Ka 


JUP X X .G=1,2,3,4), Xa Xa (j=3,4) W Ж Q Tft E 8 H: 
陈 , 其 相应 阶 数 见 (12) D 

定理 8 ”在 引 理 6 的 条 件 下 , (1) 有 亚 正定 解 的 充 要 条 件 为 Ci 
=о,с,=О,С,=О R C, € 成 .有 此 解 时 ,其 通 解 为 


M. М 
хо" "I an 
其 中 
M, C, Xs 
Mu-|Xa Са ка ag 
X, X, M, 


Mi=D+ 3 (Ci tX Ca +CD Xa FCR 


MG (Xut XR Ca +CD ХХА), 
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Cr 
Mis=| Czas „Mu =N+} OL] Mi (Mu +M) Mu Mi 


Xu 
EH. D € Pins G € Pirni N € Pis Xa € 9, Xy € 
Qv, Xa € Qe, XV € Qum, XS € 


(X, eqno mm |Ma € Pin} Ma eqno HEREIN. 
证 明 DALET X, Mh, C —0, C; — 0. C, 
=O, B. X 具有 (16) 的 形式 . 由 第 一 章 $ 3 中 的 命题 5 知 
Xu Ca Xi Ca 
Xu Cn Хь} Cu aps Ms 
Хы Ха Xu Хы ‘Mu Xa 
Xa Xa Xai Xa 
由 第 一 章 $ 3 中 的 定理 10 知 ,Ni 与 
Ku Mn MD Ou ENT Og EMO a» 
均 为 亚 正定 矩阵 . 由 第 一 章 $ 3 定理 11 知 ， 


К с) » в: (f Tenis 


Jen 


Xu ` Ca. Хь X, 
从 而 ,Ca 与 
хасха Cut) CA +X DED, (20) 
A : 
Xs— LOG EX) (Ca C10 Xt Xa) EG (21) 


EJ IESE ВЕ, МОН (20) (21) 8, 


Xs DIC, XGA +С) (ChcTXa 


Xs GT OG X3) (Ca C3)! OG Хы). 
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二 是 Ni 可 表 成 (18) 的 形式 , 即 N = М. 从 而 由 (19) 式 知 
ха=м+ Ma MR) (Mu +M) Mist MS). 


жох 可 表 成 (17) 的 形式 . 
R2,i&C,=o,c,=o,C,=0,C,€ P7. 由 第 一 章 § 3 中 的 定 

更 10 及 定理 11 知 ,存在 X, € Q7 
(> М, 

М. Mz 


Jers. 


故 共 有 (17) 形 式 的 XEP;. 易 验 知 上 述 的 XX 为 (1) 的 解 . 
注 2 请 读者 给 出 矩阵 方程 (1) 有 和 斜 亚 正定 解 的 充 要 条 件 及 其 
解 集结 


6 ”和 矩阵 方程 (1) 的 ( 斜 ) 亚 半 正 定 解 


考虑 矩阵 方程 (1), 其 中 Ae Qn", Be QR C€ Q". 我们 
可 设 (4 ,8) 的 DSR 分 解 为 


о о O-n 
1, Or O I, о 
^A'Q- PBQ,— 2 
PA'Q [2 o) PBQ- S o о] к (22) 
o o njn 


JU] PeGLAQ) QE GLQ) QEGL (Q rrr. 


r—r т n—r—n n 
Xa Xa X, Xuron 


imd . Xa Xa Xuja Qp 
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pro т 


Q' cQ. -(¢ 2r (24) 
° AC, Clm—r’ 
rz Ti 
Ca Cu)r—r 
C, -( ) . (25 
TC. Calre ! 


如 同 引 理 6 的 证 明 一 样 , 我 们 易 证 明 下 面 的 
` 引 理 7 ” 设 (1) 的 矩阵 对 (4 ,8) 的 DSR 分 解 为 (22) 式 ， 
p XP, Q" CQ, 及 C: 分 别 为 (23),(24) 及 (25) 式 , 则 矩阵 方程 
01) 可 解 当 且 仅 当 CCs,C, 皆 为 零 矩阵 . 有 解 时 ,其 通 解 为 
Хи C. Х Ca 
,Xu Са Ха Са 
Х=Р X. X. X. X, P, (26) 
Xa Xo Xa Xu 
其 中 XaCi=1,2,3,4) ,Xa(i=3,4),Xa(i=1,2,3,4), Xi(i=3， 
4) 是 QQ 上 的 阶 数 由 (23) 式 决定 的 任意 阵 . 
定理 9 在 引 理 7 的 条 件 下 ,矩阵 方程 (1) 有 亚 半 正定 解 当 且 仅 
当 C CFI CL ЖЕН. C, € SP. 有 此 种 解 时 ,其 通 解 为 


x=: (Me ma) P; (27) 

Ma Mx. 

其 中 . 

M. = 

D,+U;C,U, Ĝi š х, 
=C + (Cà +C,)U, Ca Xa , 
Xa —Xa+U; (СА +Ca) D,+U;C,U, 

(28) 
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Cu 
Ca 
X, 
Ma=D, +U; M Ui DE SP; DIE SPI D ESPA, 
U,€Qu "^ UEQ 9 UE Quem XS e quim, 
Xn E Ut, €QUm 017m |Ma ESP:n HEER. 

证 明 设 和 矩阵 方程 (1) 有 亚 半 正 定 解 X, 则 由 引 理 7,C,C: 及 
C VUA IE E X 具有 (26) 的 形式 . 于是， 

Жш Ci. Aei Gi 


M= Mna =— (ChCh Хд) HU; (Ma HMA)» 


Xu Са Xni Ca| ud (Na М. 
Xu. 8 Xal Xa Ay x )esr: 
(Ха Xa Хь: Ха 
出 第 一 章 $ 3 中 的 定理 8, Ni 与 
X«-Ut NU р, (29) 
WF) WPF E E BE: X Ë U AE BF Jy FE 
(Nu +NiDX= Ni +M, ` (30) 


的 任 一 解 . 再 由 第 一 章 $ 3 的 定理 9 知 ， 
(= esp; as Xe) esp: ens 


X, Cn X, X» 

上 是,Cu 与 

Xu—U; CaU -D, (31) 
É XU C, U Dp, (32) 
均 为 亚 半 正 定 的 ,这 里 凡是 矩阵 方程 

(C, +C;)X=Cr, +X, (33) 
的 任 一 解 ,: 是 矩阵 方 各 

(C, +C;)X= X, + X;, (34) 
的 解 . 故 由 (31) 一 (34)， 


Xy 7 D;-Ui Сай, 
X347 +0; CaU;, 
Ха= —Ch + (Ca Cz2U; 
及 
X47 —X4-U; (C, C2). 
Fk Nu М. HI (29) 0 (300 , X4, Di +U; M U, k Na = 
—М+Иг СММ). ic X 可 表 成 (27) 的 形式 
反之 , 设 CC CIERRE Ca ESP;, 则 由 第 一 章 §3 
”定理 8 和 定理 9, 存 在 X, € Qn т 
M. My I 
( x Mo езг: 
故 具 有 (27) 形 式 的 矩阵 X 必 是 亚 半 正定 的 . 易 验 知 ,(27) 是 (1) 之 
feo 
下 面 我 们 考虑 矩阵 方程 (1) 的 斜 亚 半 正 定 解 ， 
dr OO pi iex CA, BC 7) 的 DSC 分 解 为 


n 


ron—r 
pau - (^ 2) , 
О O/m-r 
тт rann T 
о O O Op-r, 
PBUUS|O 1, O Olr ， (35) 
о о O hjr 
jtf nnm. 
^ 
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pcr; - (P A Gn 
° c, C/m-r 
ro P-ro 
Ca Car— 
(Se) u 
C, Car 
n rz 


引 理 8 ”考虑 矩阵 方程 (1), 设 (4,6'…) 的 DSC 为 (35) 式 ， 
U CXU- PCPS? 及 Ci 分 别 为 (36),(37) 及 (38), 则 (1) 有 解 的 
KEREK С,=00= 2,3,4). 有 解 时 ,其 一 般 解 为 
Cu Хь Cr Xu 
Са Ха Са Xu 
X, Xx Xs Xu 
Xa Xa Xa Ха 
JON, X4,X,4G1,2,3:4) & Xa Xu G =1,2) ЖИН (36) 
决定 的 Q@ 上 的 任意 的 矩阵 . 

定理 10 在 引 理 8 的 条 件 下 ,矩阵 方程 (1) 有 和 斜 亚 半 正 定 解 的 
ЖИ ЖЕЕ C,—0G—2,3.4) А Ca € SP. 有 此 解 时 ,其 通 解 为 

w E M 
DUI MU, -W +US ON MC)» 


Ux (39) 


x-v( Jua 
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б] 
}иһ,ре5рР?, = | Ca | ү 
Xaj 
| Xy Ch D4U$ CU, 
M=| Xs Cs Cg Ca tC Wa, 
| А+Ш C SU, —-Xg FUP (CH CE?) Xy 


DESP n DE SPE)» 

Xu E (X4 EQ мєр), 

Xa E Qv X, € Qe, X. Qus hmm, 

UERY EQ Є" veg. 
注 3 ”请 读者 完成 引 理 8 及 定理 10 的 证 明 . 


$4 m LAGE Z АХВ=С 的 最 小 二 来 解 


我 们 在 第 一 章 §7 中 介绍 了 实 四 元 数 和 矩阵 的 范 数 . 本 节 研 究 实 
四 元 数 和 矩阵 方程 


АХВ=С a) 
的 最 小 二 乘 解 , 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 解 及 (1) 在 约束 条 件 
DX=E ‘(2) 


下 的 起 小 二 乘 解 与 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 解 . 特别 地 ,我 们 还 得 到 了 
实 四 元 数 矩 阵 方程 AX= B 及 其 在 约束 条件 CX= 刀 下 的 最 小 二 
乘 解 与 极 小 范 数 解 . 


1 矩阵 方程 (1) 的 最 小 二 乘 解 与 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 解 
考虑 矩阵 方程 (1) ,其 中 4EQr“ ,BEQ cen. 
定义 1 对 于 (1), 若 有 X EQ E 
lAX,B—CIl'— min llAXB—CI, (3) 
xeq'* 
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Bk Xo 为 (1) 的 一 个 最 小 二 乘 解 - 

定义 2 称 和 矩阵 方程 

A'AXBB' =А'СВ' (4) 

为 定 阵 方程 (1) 的 正规 方程 . 

引 理 1 矩阵 方程 (1) 有 解 的 充 要 条 件 为 AA CB B=C. 有 
解 时 ,其 一 般 解 为 

Х=А*СВ* +Ү— А* АҮВВ*, 

上 其 中 YEQ"*" 为 任意 的 . 

引 理 2 设 AEQ"", 则 

С) At=(A'A)tA'=A' (AA')+; 

(2) А'=А'А(А'А)+А'. 

引 理 3 B LECQ'"',Q,-I—L'L.G€eq"" Neq", 

a) Qi-Q,—-Qi; 

(2) Q,¿(LtG)=O; 

(3) QOQ)* —(NQD*. 

由 引 理 1 及 引 理 2 易 证 得 下 面 的 

引 理 4 矩阵 方程 (1) 的 正规 方程 (4) 一 定 有 解 . 

定理 1 X。 是 和 矩 阵 方程 (1) 的 一 个 最 小 二 乘 解 的 充 要 条 件 是 
X。 是 (4) 的 解 .因而 (1) 一 定 有 最 小 二 乘 解 . 

证 明 由 第 一 章 §1 的 命题 13 及 §7 的 命题 2 可 得 ,对 任意 的 


R XERA 
lAXB—CI— ПАХВ СПАС В| 
-F2Re(tr ХХ) 'А'(АХВ-С)В' 2. (5) 
设 XX 是 (4) 的 解 , 即 


A' AX,BB' —A'CB'. (6) 
在 (5) 中 令 台 一 Xo, 则 由 (6) 立 得 
llAXB—CI — lAX,B—CIl* - LACX— X) Bl 
2>llAX,B—CIF- 
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FA, H XEQ” 的 任意 性 知 
minlAXB—CI'z1 AX,B—CIE, 
故 
lAX,B—CI'—minlAXB—CIl, (7) 
则 Xo 是 (01) 的 一 个 最 小 二 乘 解 . 
反之 , 设 Xo 是 01) 的 一 个 最 小 二 乘 解 , 则 (7) 成 立 . 由 引 理 4 可 
设 Y, 为 (4) 的 一 个 解 , 即 A' AY,BB' = А*СВ* , 则 类 似 于 (7) 的 证 
ШЕЙ 
llAy,B—C|Ë=min||AXB—ClE. (8) 
ili C) 与 (8) 得 
lAX,B—CI* — AY.B—CIP. (9) 
dfe Gp, Х= X, Хау ЈН б пра 
ПАХВ Сг — AY, B—CI - LACXG Уо) ВІ. 
FA ili CRURA CX, У B|: =O. f& AX,B= AY,B. 从 而 有 
А' AX,BB* = A* AY,BB! — A'CB'. 
WI Xo 是 (1) 的 正规 方程 (4) 的 解 ， 
出 引 理 4 知 ,(1) 一 定 有 最 小 二 乘 解 . D 
定理 2 算 阵 方程 (1) 的 最 小 二 乘 解 集 为 
М={А*СВ* +Ү—А*АҮВВ' |Y€ Qn"). (10) 
证 明 ”由 定理 1, 只 须 证 (4) 的 解 集 为 10) 凤 可 . 因 (4) 有 解 , 故 
山下 型 1 知 ,(4) 的 解 集 为 
((A* A) A CB ВВТ) ФУ СА" A) CA! A)YCBB! )(ВВ°)' 
IYeq.) (11) 
市 下 理 2 知 ,QD 即 00). D 
定义 3 设 X,€ M, ВХ, = min] Xl, И X, Ak ЕЈ Bz: 
(1) 的 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 解 . 
定理 3 A'CB' 为 矩阵 方程 (1) 的 一 个 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 
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证 明 由 定理 2 知 ,4*CB7 EM, 且 可 设 
X,— A* CB* +Ү,— A* АҮ,ВВ* 
(€ QJ СЕЛ ЯЕ, N 
IX If lY; —A* AY, ВВ? Ë+ A* CB* ||? 
+2Re(tr(Y,— A* AY,BB*)' A*CB?. az 
山 第 一 章 $ 7 的 命题 2 可 验 知 ， 
Кейїг(Ү,—А* АУ,ВВ*)' A*CB*)—0. 
故 山 (12) 式 得 
IX I — A*CB* +Y, = А? AY, ВВ? lA" CB* |. 
ili % 的 任意 性 ,定理 获 证 D 
定义 4 ”矩阵 方程 
AX-B a3) 
GEP AEQ", BEQ ЕЁ Fide t OH Wk X E 9" 
ЛУЗЕ, 

IAX,—HI*— min |AX— BI. a4 
定义 5 设 M 是 (13) 的 最 小 二 乘 解 集 , 如 果 X. € M 满足 
х= minli, 

则 称 Xo 为 (13) 的 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 解 . 
推论 1 矩阵 方程 (13) 的 最 小 二 乘 解 集 为 
{4+8 二 (1 一 4+4)7IYEQ 
IL A'8 为 (13) 的 一 个 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 解 . 


考虑 Q@ 上 的 线性 方程 
AX=b, a5) 
4EQ" pbEQ" .可 类 似 定义 (15) 的 最 小 二 乘 解 及 极 小 范 数 的 
huh RR. 


推论 2 (15) 的 最 小 二 乘 解 集 为 
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{4+6 十 (1 一 4+4)YI7YEQ 5 
470 为 (15) 的 一 个 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 解 . 


2 ， 和 矩阵 方程 (1) 在 条 件 (2) 下 的 最 小 二 乘 解 


4 AEQ", BEQ”, CEQ™, DEQ” H E€ Q”. 

定义 6 对 于 Q@Q 上 的 矩阵 方程 (1) 及 约束 条 件 (2), 若 有 XE 
Qiii 

G) DX,=E; 

GD ПАХВ Се min АХВ С, 
则 称 X。 为 带 约 束 条 件 (2) 的 矩阵 方程 (1) 的 最 小 二 乘 解 . 

定理 4 设 DD+E=, 则 在 约束 条 件 (2) 下 的 矩阵 方程 (1) 的 
最 小 二 乘 解 集 为 
S=(D* E+Q,C(AQ,)' C—AD* EB) B* +QoV 

—Qy( AQ) * CAQ)VBB* |V€ qn) a6 
其 中 Qo= 7 一 D+D. 
证 明 由 引 理 1, 方 程 (2) 有 解 , 且 其 通 解 为 

X=D*E+QU an 

其 中 UEQ*" 是 任意 的 . 于 是 
minlAXB—CI'—minlAQUUB-(C-AD'EB — Q8 
由 定理 2， 
U=(AQ,)* (C—AD* EB)B* +V —САОь)* CAQV BB* , 
(29) 


1VEQ"" 是 任意 的 ,将 (19) 代 入 (17) 即 有 (16). D 
定义 7 йх,=є5 НІХ" minl X I, BIER X。 为 带 条 件 
《2) 的 矩阵 方程 (1) 的 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 解 
定理 5 设 DD*E=E, 则 
X,—D* Е+дьСАдь)* (C— AD* ЕВ)В* (0) 


其 
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为 带 约束 条 件 (2) 的 矩阵 方程 1) 的 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 解 ， 
证 明 设 任意 的 X,E5, 则 
ПХ lIQoV; – 9049) + CAQ,)V,BBt ||? 
+10+Е+90АФЬ)+ (C— AD* EB) B+ ||? 
十 2ReCtr(QoVy, 一 Qo(4Qo)+ (AQ) V, BB+)" CD* E. 


十 Qo(4Qo)+(C 一 4D+EB)B+， (21) 
其 中 iiEQ”… 由 引 理 3 及 第 一 章 $ 7 命题 2 可 验 知 (21) 式 右 端的 
第 3 项 为 O. 故 


IX: PID E+Q,;CAQ,)*t (С— AD* EB) B* |l:= IX. 
于 是 ,由 XX, 的 任意 性 ,定理 获 证 . D 

FU AEQ, BER”, DEQ” R EEQ”. 

定义 8 对 矩阵 方程 (13) 和 约束 条 件 (2),XoE QW (13) 
带 条 件 (2) 的 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 解 ,如 果 Xo 满足 

G) DX,=E, 

Gi) ПАХ, ВІ? min lAX— Bl. 

推论 Ub DD+E=E, 则 (13) 带 有 (2) 的 极 小 范 数 的 最 小 二 
乘 解 集 为 
{D'E+Lo(ALD)* (B— AD* E)+ LV. 
一 Lo(4Lo)+(4LoVIVEQ 
ин, Lo-1—D* D. 

ik 请 读者 给 出 Q 上 的 线性 方程 组 Az—b 在 约束 条 件 C= 
а 下 的 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 解 的 定义 及 其 解 集结 构 . 


$5 ЖЕФ Z4 AX' -XB—C 
5 АХ-Х'В=С 


本 节令 0, 是 一 个 特征 不 为 2 的 具有 对 合 皮 自 同 构 的 有 限 维 中 
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心 代数 . 我 们 将 给 出 矩阵 方程 
АХ'—ХВ=С а) 
tj 
АХ-Х'В=С (2) 
相 容 的 充 要 条 件 . 
定理 1 BAEN BENRV "及 CE QP", 则 矩阵 方程 (1) 相 
容 的 充 机 条件 是 存在 可 道 阵 QE QI mnm 


А A-« (Š, ође e 
证 明 o 
mli alo arms д) 


显然 有 gt. 
UA JI REOR X 且 


1) (5 ЛҮ, 


ГА O I, 
yl 
M.Q=SM,. (4) 
IL 
Q'JS—J. E (5) 
tik 
Q'JMQQ—JM., (6) 
亦 即 (3) 式 成 立 . 
反之 , 设 (3) 成 立 , 令 5S=J 'Q "СТБ Y. 记 
п т 5 m n 
U, Un V, Уут 
и (6 u) (у, vs 85 
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是 0, 上 的 矩阵 , 且 令 
T. (U,V) | MUSVM,J'U* JM; MV" J*), (8) 
WUV ET RITA FHA 
АШ,—У,А=О 
BU,—V4A-O 
AU&—V,C-VuB—0 
BU,—V4C—V,B-O 
U; A- АУ; +CV =O [` 
—Ug&B-- AVi—CV; =O 
—Ua&A--BVà —O 
U; B—BVj 
ME T. J& Q tt dee K E RYE 
XMF. 


(8) 


pa], UOZ И J: 


(UV)b= (Ub. Vb) ,b€ K, 
QI VH (Uz V= (U, +U: V +V). 

对 C=0O, 令 了 T, 由 (8) 式 定义 ,由 (4) 与 (5) 不 难 验 证 (U,V)ET. 当 
LLU UQ, VSD E To. Ж Ç 

dimT'.=dimT',. (9) 
EL jimmy aper mpl nimm lt Pas 

V, 
1a e, ). 


O lK dE 0,У)= Q.D €T. Ki 


T. 3 
(С). ao 
it ЛЛ fe For, DAI 
Kerf.— Ker fo. (11) 


ШОУ 为 (7) 及 
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CE о) 


шс, IR QU VO € T. W CK D) € T. B 
Im Ст, a2) 
山 第 一 章 $ 1 的 定理 4 有 
dimKer f/.+-dimlm f, =dimT',, 
dimKer f, +dimlm f, —dimT',. 
所 以 ,由 (9) 和 (11) 得 dimlm f, = dimIm fo. 从 而 由 (12) 得 Im f; = 
Іт, ДС) — fT). HAOR, 


ГА (T, 
(gerro. 
故 存在 (U,V)ET, E У,=1„. B CO RIA 


AUn—VuB=C aa 
AV4—U5sB-C. a4) 

+ 
=4 vatui), a5) 


则 X 是 矩阵 方程 (1) 的 解 . D 
定理 2 ЛЄП", BEN" K СЄ QP”", 则 矩阵 方程 (2) 可 
解 的 充 要 条 件 是 存在 可 逆 阵 SE Пг ЛӨК 
О —A C —A\., 
G о )=s(s о js i 
Жі 请 读者 仿 定理 1 完成 定理 2 的 证 明 . 
注 2 类 似 地 可 考虑 Q, 上 的 矩阵 方程 AX" + XB=C 与 
AX 十 X" В=С 可 解 的 充 要 条 件 . 


$6 Roth 定理 的 几 种 推广 


19524 ,W. Е. Roth53 给 出 了 两 个 著名 的 定理 ,它们 是 
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定理 1( 等 价 定理 ) 设 忆 是 一 个 域 ,4E 有 ER 天 及 CE 
r^^ AE; FR AX—YB=C 有 解 的 充 要 条 件 是 


КРЕ 


定理 2( 相 似 定理 ) 设 AE 1"*",BE ,CE Fr" WEM 
方程 AX—XB=C 有 解 的 充 要 条 件 是 


(0: чо 8) 


等 价 


相似 

四 十 多 年 来 ,人 们 对 上 述 两 个 定理 的 证 明 做 过 许多 工作 ( 见 
[73 一 80],[53],[C55],[C57]), 给 出 了 许多 推广 ,本 节 将 给 出 Roth 
Artinian 环 上 的 椎 广 ,介绍 交换 环 上 的 Roth 定理 ,给 出 
ў 方程 AX— XB=C ЖАЗИ КР AX+ XB 
= 一 C E A 35 6 8000 Te EAR t 38. 
1 Roth 定理 在 单 Artinian 环 上 的 推广 

设 尺 是 一 个 单 Artinian Ж. 由 第 一 章 $ 2 定理 5,R 与 某 一 个 
ЖО 上 的 全 矩阵 环 同 构 . 下 面 ,我 们 先 给 出 Roth 定理 在 任意 体 О 


上 :的 推广 
E PAER", BER, ceno" п] 


G) ”矩阵 方程 
АХ—ҮВ=С a» 
有 解 的 充 要 条 件 是 
c 
(о aalo в) 
E 


Gi) H4 nm 一 mm 一 :时 ,矩阵 方程 
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AX—XB-C (2) 


有 有 解 的 充 要 条 件 是 
(о aalo a) 
кид. 
证 明 设 
м-(0 в). 


G) 设 X,Y 满足 (1) 式 , 令 
f; i 4 
e-(5 EL ) 
则 
MQ=SM.. (3) 
从 而 M6 与 М, 等 价 . 
反之 , 若 Mo 与 M. 等 价 , 则 有 可 逆 阵 Q,S 使 (3) 成 立 , 令 


п k пуз 
U, Ui V, Узӊ\т 
š ,一 4 
(z; ixi 的 ub ч 
是 及 上 的 矩阵 ,并 且 令 
T={(U,V)|MU=VM.}. 6) 
对 任意 的 (U,V)E7T., 有 
AU,—V,A=O 
ВО -УлА=0 a 


Айь—У,С—У„В=О [` 
BU,—V4C—V;B—0O. 
定义 运算 如 下 : 
QJ ,V)b— (Ub, Vb) bE CCS О Z ob) 
Wi VD+ UV) = (U +U: V +V). 


УА, т, 关于 上 述 运算 构成 2 的 中 心 C 上 的 一 个 有 限 维 线性 
空间 ,C 一 O，7* 是 由 (5) 式 定义 的 . 由 (3) 及 (5) 式 可 验证 (U,V)E 
T BAHU, VS DET. t 

dimT',=dimT',. (7) 
定义 线性 映射 Раоа у etr eme gene, 


лоо (7). 


Wi C=0 1}, (U,V = Urias Ims) ЄТ. Ж 


1. Tp 
(gerro. (8) 
A f VES fom fT. Ан COST, 
Kerf.=Kerf,, (9) 
Mi Go пе 
O(U оу. [V Оу. 
м (0 otl, "E 
Ип (6248,25 (UV) € T. CN 4L) € Ts. К 


Im f.m fo. А (10) 
I 38 $ 1 定理 4 知 
dimKer f. --dimIm f, —dimT, , 
dimKer f, +dimlm f, =dimT',. - 

故 山 (7) 式 及 (9) 式 得 

dimlm f, —dimlIm fo- 
MAORA, Im f. —Im fo H / 72 = СГ). 
让 (8) 式 ， 


(ела. 


所 以 ,存在 (U,V)ET., 使 VV 二 1。 由 (6) 式 可 得 
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АО УВС. an 
Jj HEREJE OTIR- ; 
Gi) EORR, n=m,s=k, S=QV =U WADE 
变 为 AU ОВС. 其 它 保持 不 变 , 即 得 (ii) 的 证 明 . D 
推论 ] Ü AER", BER”, CER”, WJ 
G) ЖИА 44224 


(6 as(2 з) 
等 价 ; 
Gi) 4 n=m,k=s 时 ,矩阵 方程 (2) 相 容 当 且 仅 当 
@ 249 
нид. 


2 ИЕЫ ЕҤ АХ+ХВ=+С 


设 Q 是 一 个 具有 对 合 反 自 同 构 的 有 限 维 中 心 代数 且 СА, 55 
2. 本 段 研究 矩阵 方程 


AX—XB-C a2) 
和 
АХ+ХВ=—С (13) 
其 中 AB CEOP”. ñ H (12)4 HIRAAD A 52 H JES 00 
充 要 条 件 . 
定理 4 矩阵 方程 (12) 有 自 共 轰 解 的 充 要 条 件 是 存在 可 逆 阵 
QE Qf"*" 使 得 
А С А О 
(53) = lo 中 ja 
pa 
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O. Ly. о 1 
e( ^, oll. o) 
证 明 ”在 第 二 章 $ 5 定理 1 的 证 明 中 , 令 n=m,S=Q,V =U, 
MM $ 5 中 的 (15) 式 变 为 
X=} Uu +UR ESCA). 


此 定理 证 明 的 其 它 部 分 不 变 , 即 得 定理 4 的 证 明 . D 
X385 ”矩阵 方程 (13) 有 反 自 共 思 解 当 且 仅 当 存在 可 逆 阵 Q 
єн 


(5 90 as 


OI. о I. 
e( 5 o "s o 
证 明 ”在 第 二 章 S 5 定理 1 的 证 明 中 , 令 n=m,S=Q ', 
Ti ((U,U)|M.U+UM,=0,J'U'JM,+MJU'J' =O). 
MJ $ 5 中 的 (8),(13),(14) 及 (15) 分 别 变 为 
AU,-U,A =O 
Ba 二 Ua4=O 
AU, -U,C--UsB =0 
BU,+U,C+U,B =O 
U; AT AU; —CU; =O 
—U&B—AU&-CU; =O 
—UiA—BUà =O 
U; B+ BU: =O, 
AU n +U с, 
AC-U&) —U5B- —C, 
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X=+(Us—Ui)€SS.(0). 
8 5 中 的 定理 1 的 证 明 其 它 部 分 不 变 , 即 得 此 定理 的 证 明 . C 
3 Roth 等 价 定理 在 任意 体 上 的 一 种 证 明 


本 自我 们 利用 算 阵 技巧 ,在 任意 体 2 上 给 出 Roth 等 价 定理 
的 一 种 证 明 . 
i AER BER CER™, 
HERNE AX-YB-C fifg XEM, y Ena, ДІ 
I. —Y\/A OyIL X A AX—YB 
(2 1, YG allo MEM B ) 
- 9. 
O B 
于 是 ， 
4 0 А С 
rank( 4 в) m 5 a ao 
反之 , 设 (14) 成 立 .对 于 A B FHE PEGLA), QE 


GL,CQ)  R€ GL.(0) ,S € GL, CO) (f 


ra 人 Jaris- 9) 

从 而 ， & 
ооо 
(5 x5 ala оо o|: 
ооо о 


( «(о ao з)”Со квз) 
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长 中 


Mi HL 


o 
ооо 
© 


ооо 


MADAM, C= 


则 


(5 a 


L O C, Cs 
о O C, Ca 
oor о 
ооо о 
С. Cs 
pese (^ e 
Ca O)[(L O C, cl 0 O 
оо са C4|O I. 0" 
olo o r ооо 1 
„(о o o ojlo о o 
o 
бе 
о 
о 
0.4 
Cn 
r4 9). 


2.5 а Aler) 


-(o SG эб s) 
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P^ OmwL ЈР OJA ОМО О. K\ Q` 
(o rallo Jlo allo alto s)(é Го š) 
«(2 AREON EEE HEY 
с. 

C—AQKS^7)—C-P^JR)B. 
于 是 ,X=QKS -及 Y= 一 PVR 是 矩阵 方程 AX—YB=C 的 一 
个 解 . 


4 单 Artinian ЗЕ АХ УВС 的 解 
设 R 是 一 个 单 Artinian Jf. 本 段 将 给 出 矩阵 方程 


AX—YB-C a5) 
有 解 的 两 个 充 要 条 件 及 其 解 集结 构 . 
引 理 1 iË AER™”, BER” K Ce R"”", J 
rank( Ó ©) ranka + ranka. ae 


的 充 要 条 件 为 
1. ЛАЗ)СА, B B) =0. 

证 明 由 第 一 章 $ 2 定义 6 及 定理 12 立 即 得 证 ， 

定理 6 `Ë AER, BER”, CE R”, Wd T H B Jy Bz 
(SELL 

G) 矩阵 方程 (15) 有 解 ; I 

Gi) („—ААФ%)са„—В°?в)у=О; 

A Cy A О 
Gi) (5 Jal pt 
证 明 由 (16) 式 可 得 


к(а c) (а ©). 
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sai (^ MEP 0) ант, FREIRA. 


о в 
下 证 (iD 全 (ii). 
(ii) 的 必要 性 可 由 (1 一 A4) 与 (1, 一 8"B) 分 别 左 乘 和 右 乘 
(15) 式 两 端 得 到 . 
反之 ,车 ( 志 ) 成 立 , 则 它 等 价 于 下 式 


ААФС— (І, – AA" )CB B=C. 
Mili X — AC, Y= (1 一 44")CB 中 是 (15) 的 一 个 解 . D 
定理 7 设 和 矩阵 方程 (15) 有 解 , 则 其 一 般 解 为 
Х=А?С+А?МВ+ (1,— AQ A)M, an 
Y-(AA? —L)CB?--N—(,—AA9)NBB, (18) 
Jl Ne R ME Rw 是 任意 的 . 
证 明 因 和 矩阵 方程 (15) 有 解 , 故 由 定理 6 知 
А. ААЗЭСАӢ, B?B)-0, 
AA" C (,— AA" )CB B—-C. a9) 
将 (17)、(18) 代 入 (15) 并 利用 (19) 即 知 ,对 于 任意 的 N € R"* 和 
МЄ К^", (17) K Q8 (15). 为 证 (17)、(18) 构 成 (15) 的 通 解 ， 
我 们 固定 X,c RM Ү,Є R” lË 
AX,—Y,B=C. (20) 
到 MM=XosyNN=Yo, 则 (17) 与 (18) 分 别 变 为 
X=X,—AVAX,—YB-C) 
和 
Ү=Ү,—(1„—ААФ)(Ү„В+С)В°%. 
但 山 (20), 它 们 即 X=X M Y=Y, ilii, 
X,— A" C-- APY,Bd- (,—A? A)Xs, 
Ү,= (AA — L)CB-Y,— G,—AA9)Y,BB'.. 0 
推论 2 设 AE R"*',CE R"”, 则 矩阵 方程 AX=C 有 解 的 充 
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要 条 件 是 АА"С=С. 有 解 时 , 它 的 一 般 解 为 
Х=А?С+(1,— АФА)М, 
其 中 MER” RETH. 
: 推论 3 设 B€ R”,CE R"”", WAS EET T2 Y B= C 有 解 的 充 
要 条 件 是 CB” ВЕС. 有 解 时 ,其 一 般 解 为 
Y-CB? —NG,—BB?), 
其 中 NE R"* 是 任意 的 . 


5 交换 环 上 的 Roth 定理 


ЖЕЙ R 是 一 个 含 么 交换 环 . 我 们 将 使 用 标准 的 交换 代数 方 
法 ,把 证 明 Roth 的 等 价 与 相似 定理 在 R 上 成 立 简化 到 在 Artini- 
an 环 上 成 立 . 

我 们 先 考虑 线性 方程 

АХ=В (21) 

其 AER”, B€ К! ЕМИ, xe R” ERKI. 

EET 方程 组 (21) 有 解 当 且 仅 当 它 在 R 在 其 每 个 最 大 理 
想 M 处 的 局 部 化 Ru 上 有 解 . 

513330 "Ut R 是 一 个 局 部 的 Noetherian 环 ,并 且 有 最 大 理 
想 M 和 M 进 完备 (M 一 adic completion) R* , 则 (21) 在 R 上 有 解 
当 且 仅 当 它 在 R' 上 有 解 . 

引 理 459 设 R 是 一 个 完备 的 局 部 Noetherian 环 ,并 且 有 最 
大 理想 M, 则 (21) 在 R 上 有 和 解 当 且 仅 当 它 在 Artinian 环 R/M*G 
二 1) 上 有 解 . 

下 面 我 们 仅 给 出 Roth 等 价 定理 在 R 上 成 立 , 同 理 可 证 Roth 
相似 定理 在 R 上 也 成 立 . 

Ш AX 一 YB 二 C HE R LAR X,Y, W 


(о nlo- 9o =r ув 2 
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P зп 9) 


等 价 . 

反之 , 设 P 与 PEAR XY, Ë AX CYB—C. 此 矩阵 方 
PRA X 15 Y 的 元 素 组 成 的 一 个 线性 方程 组 . UP PW, 
UW утру. 现在 ,我 们 用 由 PUW UE W 100363 E Ñ fJ 
RAPERE R, 这 个 子 环 是 Noetherian Ж. 由 引 理 2、 引 理 3 及 
引 理 4, 我 们 只 须 证 明 Roth 等 价 定理 在 Artinian 环 上 成 立 . 故 设 
R 是 一 个 Artinian Ж.Ж GER, HER”, R. 

E(G,H)= ((T',S)|T'€ R° ,S€ R^*,TG— HS). 
WREG, HE Кх Re 的 R 一 子 模 . ШЖ С 与 C 等 价 , 即 有 
np U fü W 使 G=UCGW, 则 有 一 个 同 构 

FiEQ,H)-E(! H) f (T ,5) (CU ,SW). 

特别 地 ,对 于 Roth 等 价 定 理 中 的 矩阵 ,我 们 有 
EC(P, A)SE(P', A). 
出 定义 ,ECP' ,4) 包 含 所 有 矩阵 对 (7,S) 满 足 
ТР=А$,ТЄК"”““=+9,5єЄ gem, 
* $ 
т=(Т\,Т»),5= GS), 
JU[r T, € 877,7, € R™ ,S ER” S,€ R^ p 
(T, AT;B) = CAS, , AS) 
HRA 

: Cr,S)€ EC, A). 

故 
> 尼 (P,4) 全 ECP' ,ASE(A, ADEB, A). (22) 
问 理 , 我 们 可 将 她 (P,4) 中 的 (7,S) 作 如 上 分 块 , 则 必 有 
Cr,S)€ E(P,A) 
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当 且 仅 当 

Cr A,TIC+T,B)=(AS,,AS:). 
从 而 ,我 们 定义 映射 

giECP, A)—ECA, A), 

其 中 ， 

g TS TO (SS)) 一 (TS,). 
显然 ,Kerg=E(B+A). 现在 ,E(P,A) 的 (合成 ) 长 度 是 Kerg 和 
&(E(P,4)) 的 长 度 的 和 . 于 是 再 由 (22) 可 知 ,g 必定 是 满 射 . 模 
ECA A0 8 8 БЕМ mI). 故 存在 Y 和 XX 有 

(TTI XÐEEP,A). 

综 上 ,有 C+Y8=AX, 即 AX-YB-C. D 


6 Roth 定理 的 扩展 


设 尺 是 一 个 含 么 环 ,R[zi,…%zo] 是 R 上 的 多 项 式 环 ,其 中 z, 
与 R 中 的 每 个 元 素 可 换 . 车 {C11<i<r} 和 {Dil1<i<r) 是 R 上 
їй mx n X& eff) ЖЖ 6,4 ОСУ = р,,1<г<г, € GLO B 
V€GL,GOW v а (С, (D.); т=п, EXEC U € GL, (RH 
ИСИ "—D,VY&isr Bi ie (C) e (D, ). 如果 Roth 等 价 (相似 ) 定 
更 在 R 上 成 立 ,我 们 就 说 R 满足 Roth 等 价 ( 相 似 ) 性 质 . 本 段 的 主 
要 目的 就 是 证 明 多 个 矩阵 的 Roth 定理 在 含 交换 环 上 成 立 . 

引 理 5 G) #((C,|1<;<r)U(D.|1<:<r)CR"”",MJ(C,) 
—(D)e с, 5 У zD, tt В.-Д. 

Gi) ШЖ m-—n,C,—D,—I. Ul 
(Со) (ро) (С) (О). 

Gü) ME m—n КС) (D) D C 5 22 D, E 
R[z sz] ERR 

证 明 G) 著 {C;}~{D,}, 则 结果 是 显然 的 .反之 , 设 UC= 
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Dv UP U€GL.Gz z, DE V€GLGEn 7 z D, 
T= У zC, D= Ур, іё 
U=U,+--+U;V=V,+--+V, 
Ji] U, 5j V, XF K Š УК. РС, = DV,,1<;<Tr. jk, 
IUUD =n УУ), U fl VJ R En m E 
И. ATE Gs. 5 
《ii) 是 显然 的 . (iii) 可 由 (iD 和 (ii) 或 由 (iD 的 证 明 即 得 . D 
定理 8 设 


тас, ЛЄК", BER T en. 

G) WME Гале) Ко 的 等 价 性 质 , 则 {M;} 一 
(МОЕ XER” R Y€ R"*! 使 得 C=AX 一 YBi,1<i<r. 

Gi) 如果 АС," о ЈЕ Roth 的 相似 性 质 且 m rns. 
ИҢ Мн (N,)SSC,= AX — XB, Yir X € R". 

Gi) 若 尽 对 z 十 1 个 矩阵 同时 满足 Roth 等 价 性 质 ( 定 理 8 
(0D)), 则 尺 对 上 个 矩阵 同时 满足 Roth 相似 性 质 (定理 8(ii)》. 

证 明 . 设 X 和 Y 存 在 , 令 


e( (2) 


WU fn V ETA, ELUM,— N.V ir. 反之 ,我 们 仅 用 引 理 5 
的 GD) 及 第 5 段 Roth 在 交换 环 上 的 等 价 定理 即 得 С=АЎЙ—ЎВО{Е 
RUz n] EIS A= D rA B= ав B ©= УС. 
;—AX—YB icr Ж X M Y J: X # Y З. 
同 理 可 证 (ii). 《iii) 由 引 理 5 的 (iii) 立 得 . 
推论 4 设 尺 是 交换 环 上 的 一 个 模 有 限 代 数 , 则 R 满足 联 立 
的 Roth 相似 和 等 价 性 质 . 
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最 后 请 读者 证 明 下 面 的 
定理 9 ИКА, A CER, B ER", CER", 
А; 2 


ler. $ 
A О 
| O B, (о zb 
WM eU efETE X € Кт С,= AX — X B, Myr. 
Ж 我 们 还 可 将 Roth 的 等 价 定理 推广 到 中 心包 含 一 个 域 的 
жЕ. 


$7 93215 Roth 消去 律 及 其 应 用 


«| 


上 一 节 , 我 们 介绍 并 推广 了 Roth 消去 律 , 即 矩阵 方程 
AX—XD=C 
有 人 解 当 且 仅 当 利用 相似 变换 可 将 分 块 阵 
(6.5) 
| ор 
中 的 C 消 掉 . 本 节 将 导出 伴侣 矩阵 的 Roth 消去 律 , 并 由 此 给 出 循 
环 分 解 定理 及 域 上 的 Roth 相似 定理 的 简捷 证 明 、 

设 КСЛ) МСА) А, Од) nC) 分 别 表示 AE Ex" 的 值 域 、. 核 、 
特征 多 项 式 、. 最 小 多 项 式 .XE FELT. А 的 最 小 多 项 式 记 为 
do CA). 34 9,0) — dA CORE fr z AF da 0 (AD28 A Ф, “O” 
表示 右 直 积 (第 一 章 $ 6). 对 于 首 1 多 项 式 

fO) fib fà m RS 
u 
O- ++ — fo 


rga] ! oy са 
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万 f ЖҺ 
SCFCD] 一 fi d š 
f 
并 令 


易 验 知 
LS=SL', 
It 对 任意 的 向 量 z— (orai r yaa ,有 
(хх, LI Iz) x), 
其 中 zQ)=z-+=à++- Hen aA. 
由 上 式 , 得 到 下 面 的 重要 结果 ， 


oO, LL, ) =o L 


p- 
我 们 将 用 到 下 面 的 事实 
(S@De(D= (1@S)a(DD. -- 
如 果 f(D) 二 0, 则 由 带 余 除法 ， 
QI—D)( X DX) =f, 
Je, 


D,—T(D)— г Гана 20,15,61. 
= 


此 外 ,我 们 有 链条 件 C76, 了 P. 1052: 
DU D, D =U, D, DONLEY ANIR 


TY = fict fisit fI! i=, kl. 


a) 


(2) 


(3) 


(4) 


0 


EO 
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= 一 CD,…,DDGGQD)， 


#„(О)=фт„(А)=1ст(ф, irj). 


其 中 lem(f,g) 表 示 多 项 式 f 5 к 的 最 小 公 倍 式 - 
证 明 (8) 与 (9) 的 证 明 留 给 读者 ,下 证 (10). 
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(7) 


(8) 


及 
CD, D, Di D=, Ds D SWIOD. 
1 最 小 多 项 式 
本 段 我 们 将 导出 关于 分 块 三 角 阵 的 最 小 多 项 式 的 几 个 初等 结 
M. 
spl 设 
А, М 
А, 
M- , А 
о A. 
N —diagC An Asi AD 
并 令 
T7 dig Ai Acai А» 
А, * 
Ан 
S= 
. . o A, 
AE N 和 M 的 截 口 , 则 
lem ida gu WI Пф», Qo, 
Фе) lem, v das 
如 果 МАМ, Hl 


首先 , 易 知 rankM>rankN= 27 rankA; 4 
PO) =, Q), 
则 由 (8) ,p19s,: 另 一 方面 ， 


РСА) * 
p(M)= б P 
o BOLD 
BO) o 
=~p(N)= ' РОМ) , 
[^ Š СА) 


ӨР РОМ) —0. 8& 
rank (pCN)) = У) тапкрСА) rank CM) 
= 
> Z rank (pA) +rankp(Sy). 
S. 
从 而 eS, 0X gs, |p. П 
3182 i 
А, o 


109 


А, о 
x 
N- 
D, 
O ` p. 
ЖР C=C) 为 相 容 分 块 , 令 
A C, 
v4 9) 
Ë 0] (C. су 
о AJ (Ca = C. 
sem D, о 
о A 
о р, 
如 果 Ме, Д] 


lem, ido.) lw, ет (a, 27 go, и). 
证 明 由 (8) 知 第 一 部 分 是 显然 的 . 由 (10)， 
ds, lem a :t>i do, и). 

对 任意 的 多 项 式 COO , 


as»=( 


“= «AY б, ) 
о а), 

Жр CERE СИ, f Q2) dli q(S,)=O=q(W,)=O 及 
Фи, 19. D 


5183 шж 


10 


MD golpe 

ye(A) * P(A) О 

о LE o* о) 
=фк(0)=0=>фь|ф- 

此 外 ,车 C=0, 则 由 对 称 性 知 do фк. 


2 ， 几 个 预备 结果 


+ 
A с) 
о Dl’ 
FDS fi fiv ФА i F EG д, 
УСА) E 
o ` fD’ 


“( 


rao-( 


Jp, 
€ =Rec)=f,C+ f ACH-CD) + 
+(AFCIC+ACICD+ CDF“) 
I 


D 
=U, Are ASO), |. a1) 
p- 
4 СОХ) = AX —XD. BRG RI A E К^” ЕДА ЛҮЕН. 
引 理 4 设 fO) 0. fO) =0, W ROOSNA). 
证 明 显然 ,f(M)=0SGf(4)=0,f(D)=0 及 C=0.* 
di C2 AX—XD Ж f(A)—0, f (D) —O, B 
省 交替 使 用 (11) 式 (2) 式 和 (7) 式 , 即 能 证 得 
С=О) = АЪЛА А GOD +0) 
——RXtfAX-O. 0 
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3 伴侣 矩阵 的 Roth 消去 律 


定理 1 设 ` 
А О A O 
=Ü Dj),w=(o Ar 
其 中 
ASLEA, fO) = fi ЛА+ X 
ж 
УМ) =0, 
则 
DY —YA- B (b vb.) 
Tif 


7 — Q bs Db; b; snnt РТ» Db ba) 
证 明 (М) —O 意味 着 g(4)=0, 故 f Lue AT duc 
SFD. WADA, AM) =0 4 HNH £00 70, (00) 50 及 
I 
NE! 
B-DsDXGB|. |=0, 
im 
ир 580709). 
B=0 可 改写 为 = Hb—O, Neb b—o(H) k 


mmn ed 
H= D rv f, OD = Әр, a2) 
uS 
ASTA У лама Odem nl 03 
在 等 式 
GI— A )adj(AI — A') =f OI a4) 
中 ,用 DD 去 代替 4, 由 此 可 得 出 
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а®р-л'®г‹ Ж л'@р›=сн=о. as 
hitt HG=0. 由 此 显 有 R(GO)CNOD. FiiE КСС) = МСН), 96 
NI, 


CO) А) f 00) 1 
коз=( ) 
一 0 
及 
à 1 9 
KA= г: А 
д! жаў " 1 
则 
fo о 
1 
КО) (АІ АЭК(А)= А a6) 
о 1 
及 
1 O 
fa 
adjaAI— А) = КО) fo RO). 
[^ fO) 
JII DARE A3E di 7С) —O 可 得 
о 
1 
R(D)GK(D)= . [=1-Е, an 
I 
及 
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O 
H=K(D) ReD). 


M5 
Hb=0 SER(D)b=0Sb=R"(D)U—E)R(D)b 
b=GK(D)R(D)b>b=Gy 
(对 某 个 y). 
RG)-NGD, 
H 
DY-YA-B 
有 解 
Y=a (CK(D)R(D)D20). Ü 
ЖІ R(H)=N(G) 也 成 立 . 
#2 T=K(D)RCD) 是 G 的 一 个 广义 {1) 道 ， 
I—GT-H'"H, 
其 中 uno - RO (DEK (D). 
Жз 本 段 结果 在 含 么 交换 环 上 亦 成 立 . 
若 B= (b bab) LU ERE QURE Y m FEX 


I V 
D I =, 
Yos"||:, 2 i 
po e D' nb. 
=(V ,DV реи) — O bi s Db b D" Ibo 
+)» 
Jep, 


V = СЫ +, ОЭБ ААР, (ODD, 
= Di,  Dib +0, 
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(18) 


及 D—f)i-0,1,,n—1. HOR, 
V—G,D,-,D')6GGDb, 
引出 (4》, 即 有 


‹5@Ь=(5@В)во(1)=(5®@В)| ， je 


А"! 


Ft У = Ве =0. k 
Y =— (Ob Db +6, РЫ D" Ib ni) 


y 
N Лу 
2-0. DsD7)9B5) ` 
Qn» 
SS 
=— U DBU, a9) 
<= 
0 
0 
其 由 J=|1 : 
0 
1 
推论 ! 设 
4 0 A 0 
m=(% p (0 p 
A-LCÉQ, 
A(OD =0,h=f A)r) 
是 首 1 的 , 且 
(Go O0 ,rN)=1, 
ШЕН э 
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DY—-YA-B 
HIA. 
Hitz 设 
4 0 4 0 
的 站 jwv=(o p) 
4=LCF(OD)] 及 FM)=O, 则 AX 一 XD=C 有 解 


Веси 
x-PagoD- 2) УС (20) 
其 中 
1 


р 
PB-QqP.emD-|. |,Р=$/57!, 


De 
0 P (55k 
J=| 1 „S= ^ 
0 1 0 +. 


证 明 47= 07,7, ---,") UB ORO, 

AX—XD =(AP—P(A'@D)G(@C)D 
=S(A'J—J(A'@D)G0@S-')G@cC)D. 

A'J —JG'GD — 0,0,7,0)—e. C ,S,e S, е! 5), 

上 式 中 的 第 2 项 由 (5) 式 可 简化 为 
一 ca(1D GGD- ее GA i CAD) SO 

=— E.S 'Q(S@DCGS), 
Kp =U, A, e, An БИН 11), 381 
AX—XD —30,0,--,0) 0G )u90D 
—SEA4S'QGGDQOGOD 
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—0,0,,0)080)D-SE,S"QGGOD 
-C.ü 
Жа 〈20) 式 也 可 对 矩阵 
( А MP 5) 
cs- ро р 
使 用 定理 1 得 到 ,详细 过 程 请 读者 完成 
注 5 ЖИ 一 =SJP-': 可 使 用 
е. 
eA 
S=, 
PA 
化 为 如 下 形式 


P-S|e.A 


P 
MRG JELE fe RP fm Goff 
P=I+Sfe.S-!=1+Sfe A" 2. 
V] BE SE, S REIS Ew 
推论 3 设 
A 0 A О 
м=(, 0): (0 BL 
ASLO DA LGD ,p,q 为 互 素 的 多 项 式 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
G) DY 一 YA=B8 相 容 ; 
Gi) МАМ; 
Gü) фм=ф» 
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4 ”循环 分 解 定 理 


本 段 我 们 利用 伴侣 矩阵 的 Roth 消去 律 给 出 循环 分 解 定理 的 
一 个 构造 性 的 简洁 证 明 . 
定理 2 i A€ F>" BJ 
РАС] [^] 
ARA— ° , 
[^ LG) 


Д dm dam fot fA ER adim 1,2, r1. 
证 明 设 A=A4 及 = 办 :由 原始 的 分 解 定理 我 们 知道 , 存 
Aci lit z WE uu p 选择 
Gy Az, Аа) 
作为 基本 矩阵 Q 的 前 半 部 分 , 则 
LG C, 
Aq=Q[ ° A) 
VU фл lU CAD —O Ж фа, lp FETERE AA 
14) O 
^e о а): 
对 4 重复 上 述 过 程 即 得 所 需 标准 形 . 若 
Lip) o 14%) 
ГАСУ] LG) 


l 


о Lb) š 14%) 
рв р |o. tpi bsp, 
LG) о Lj о 


与 


[^ LG) O LG) 
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有 相同 的 最 小 多 项 式 , 即 加 = 和 ,于 是 可 得 标准 形 的 唯一 性 . D 


5 Roth 相似 定理 
本 段 利用 伴侣 矩阵 的 Roth 消去 律 ,给 出 矩阵 方程 
AX—XD=C 
的 -种 构造 求解 算法 , 设 
А 
м-( 


A, o D, [^ 


о A. [2] D, 


JU]! Aim LO) X D,= LGy) A Ph 的 初等 因子 按 递减 顺序 排 
序 , 内 此 每 当 p, = pi TEE kikis i Р 的 初等 因子 以 递增 顺序 
MUT TERM q a mq; I В <, W C= CERA Bé TR 


知 ,如 果 
AiXi— XiDj=C, 


(21) 


AREAS i ТИ Wr Bi EE X= 060J& AX- XD=C КИК. 


考虑 下 面 两 种 情况 : 


G) pq, 此 时 ,( 户 ,gj) 王 1 及 (21) 有 了 瞧 一 解 ( 见 文 C93， 轧 . 


171)), 它 可 表 成 分 块 双 线性 解 . 
Gi) pad 
A C; 


Woo M 
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А, с, 
Аы 
5,=|0 Cl, 
© 
о Í F 
EO р, 


JU rh 3L BEL PE 8A dw, = pi EP rm max (kisli). 另 一 方面 ,由 
4302 dw, lgs Jtr 
ds, — lema, uei do, uj). 
通过 这 种 方式 ,这 些 初等 因子 被 排序 , 且 
ds, (0 =1ст(ф,›фьдг (Л), 
其 中 x(X) 与 第 一 个 因子 互 素 . 故 
Фи, lem 4, spo). 
此 示 , 我 们 可 以 独立 地 将 定理 1 或 推论 2 应 用 到 每 一 个 Wij, 这 一 过 
程 中 无 须 改变 矩阵 С 所 以 ,不 用 任何 进一步 的 运算 ,就 可 将 С, 
一 一 消 掉 ,(21) 对 每 个 i 和 j 均 有 解 . D 


$8 矩阵 方程 АХ-ХВ=С 的 常见 解法 


реге AX—XB=C a) 
在 代数 和 应 用 数学 中 起 重要 作用 ,本 节 主要 介绍 矩阵 方程 (1) 的 连 
分 式 解法 ea Jt JNE ERA UE DRE PLI BER IS 
1 短 阵 方程 (1) 的 连 分 式 解 法 
设 5[z] 表 示 数 域 尺 上 的 多 项 式 环 ,车 F[z] 中 的 f(z) 与 
EER, H degf(2)>1, WFE F EJ) EC 为 严格 婚约 . 通过 
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Euclidean 算法 作 连 分 式 


#(х) 1 
一 go(Cz) 十 (2) 
Г) eG) 1 


eG) + 


1 
eG) 


JEP gola) € FG2 X ifi eG) € FG dege lr) Z1. (DRH 
Wo A Sh TP OO ,这 里 fu Gm G1 f 20, X 


fea(z)=e-i(z)f,(z)+ f(r), 
gini (z)=e+i(z)g,(z)++gi-i(z),(&=0,1,-",r—1). 


(3) 
7 
en Gs) Gia G)— 6a (0) (z—p) 7 
У х,и 的 二 元 多 项 式 . 
对 任何 Y(z)ERCz], 记 Y(z) 的 首 项 为 ZY(z) X, 
Ір) = LG GYe G6). 
XO go(z) 不 为 0 时 ， 
Lg,Cz) 5 LG Ge Ge) eG). (5) 
分 别 令 f(z) ,f(z) 的 首 项 系数 为 a,6,, 于 是 ， 
fno E fag ci (6) 


引 理 1 连 分 式 (2) 满 足 

Саве) СС ÊG DEDZA), Т) 
o 
жї, 
ка 
Ва) 24 ODA Den Grip ШО. (8) 
证 明 令 
Маса) = (fing и — fii GO D) 


k-0,1,7,r. 显然 ,Mo(z,p) 二 1, 又 由 (6) 式 得 
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МС.) = C1» Ê goga Df DE). (9) 
о 


由 (3) 式 导出 
MG) — Mia Gs) С—1)*Сх— p fiGOe a Gt) G0 » 
(一 0,1，…r 一 1). 将 上 述 诸 式 相 加 , 据 (8) 式 有 _ 
I 1—M,G 1) G— i)hG p). 

把 (9) 式 代入 上 式 ,最 后 得 出 (7) 式 . 口 

当 p=z 时 ,(7) 式 变 为 

f Gg. - G0 7 gG f GO) С Ф. a0) 
以 下 令 АЗИЯТ À У 8 分 别 由 АК=АХ 与 BX— 


XB Wie. BA 与 8 是 交换 算 子 . ШЖ еен) De X (esE 
让 是 zwk 的 二 元 多 项 式 ,那么 任 取 YE Pt 
[ru 
以 上 是 一 些 记号 和 预备 知识 ,下 面 介绍 (1) 的 一 般 解 法 
定理 1 如果 (2) 式 严格 既 约 ,又 f(A)=0,g(8)=0, 则 A 一 
впр, Е 


са ву D OVA Dean (А,В). AD 


IE 


证 明 分 别 以 让 ,8 代入 (7) 和 (8) 式 中 的 工程 得 
(2 ВКО, В)=ї+ 0-17 Ea, DeD- 
012) 
паву DODA Dan A De. a3) 


山 假设 可 知 £D = (D —0, Q2 364028 
СВК, B) =]. 
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ШЛ вий, (AB) =A A,B). 以 (13) 式 代入 上 式 , 最 后 即 
PADR. O 
下 面 考虑 矩阵 方程 (1) ,其 中 A€ p", B€ pn", C€ Е" 
UAI, X € F" HRA. 
4 А,В 的 特征 多 项 式 分 别 为 CX) ,Gt2). (IT) 式 存在 唯一 解 
的 充 要 条 件 是 A 与 B 在 复数 域 上 无 公共 特征 根 ( 见 C81, P. 
225) СО ABA. 
利用 算 子 A 5j 6,(1) 式 可 写 为 等 价 形式 
‹(А-в)х=с. a4) 
XL A 55 B fi Ji] Cayley — Hamilton £8, ПЯ ЕСА) 50,GCB) = 
O, MRR JU BEAR АЕА y BIR 了 CX) б FO), 
GOD RH UD CHER Ht СА В). 青 由 (14) 式 即 可 算出 (1) 式 的 
ME fO X= (A-C. 
定理 2 ”如果 (2) 式 严格 既 约 ,又 
f(A)C=Cg(8)=0, (15) 
WAEN EOR A 
х= È AAC B), 
Jor Hi 
C, =a (A, BC. 
证 明 今 X=h( 有 A,B8)C, 由 (12) 式 得 出 


(1 ВХ ={1+(—1)' S o, ODE OD- £ODg. BC 
=C+C 1 Eo. CA)Cg(B)— fL) Cg. (32 
o 


jk L 7 为 恒 等 变 换 . 按 假定 (15), 上 式 为 (14) 式 .于 是 ,X 为 (1) 的 . 
解 ,又 由 (13) 式 可 得 
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х= C7 D'AODa s A, Bg B))C 


-1 


A= :B= 


c= 


= È O DAA Cing B). 
8h 求 矩 阵 方程 (1) 的 解 ,其 中 
0 1 0 
0 0 | 
-2 —2 0 —1 —2 -1 
101 
о о oJ. 
101 
f(z) 与 g(x) 分别 为 4 与 8 的 特征 多 项 式 .此 时 
a00+ 一 一 一 
eO La 
3 ЇЙ ea (А) m6 (А) 76500 = А. FERE CO SR /„ ОА) = z (00 1, X. 
ЛО), О) 9 +1, О) Ad g O0 HAC 
Ili е, А, м) =е А, м) 760,421, f8 C, 26, - C, C. WE, 


1 H 0 
on: ML er 
gQ) P4 2A 1 
fO) Pin 7 
X-C—ACGH-D--GIH-DCUP HBH) 


£. 0 £ 
-|-3 0 0. 
0 —2 1 
下 面 介 绍 均匀 分 式 . 


以 下 设 CD 内 f(z) 与 g(2) 具 有 


| fQy- Da goo ba, 
= ^ 


ae) 
其 中 21, arb € F, X. aebsze0. 5 
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оо о о 


P,Q)= 


90) = 


b 


в 


0 
0 


aw- 
bu- 
4a-r 
(A=1), 
Фад 
а 
А 
а 0 
bu À 
ani 0 
bae, А, 
а, 0 
[Л 
a № 
ba 0 
an Ж! 
baa :0 


0 
0 


5, 0 


(17) 


(18) 


a9) 


Jli]ra;—5,—0 G3). BSI / 005] gQ) H BJ TEE A EAE А, #0. 
582 W fO) 5 g() 具 有 形式 (16), 令 
i : 


POW= Zp ,QW Уаде" 
(0<¿<s,p qu € F). ШЖ А120, R 


(20) 
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9A 477 — LOQO)QU0-g Q)PQ)) (ЄР), (21) 
则 
PG)—9P,Q),QQ) 59Q.Q0- 
证 明 计算 ЛОО) - g COP CO f c OVRE F 
列 一 组 关系 式 : 
dogo 十 加 加 一 0， 
146 potag bp = 0, 
(22) 


auo baupot andi bui pim tai bpi 0, 

Ay ido- basi Po taqi + Tas qirib, pr Дл. 
上 式 为 未 知 数 qo porgir io qos pi 的 线性 方程 组 . 据 假 定 ,其 系 
数 行列 式 A++ 天 0. 令 A++ 末 行 各 元 素 的 代数 余子 式 为 w,myw， 
past sves pi FI 的 (18? 和 (19) 式 分 别 按 未 列 展开 ,可 得 


PA= Zee ^QO- Xo. 

Ж (зд Статег NI 可 解 出 p= =m, HERA COR, 最 
后 导出 р ; 

PO) Уди =P QQ) 7 Удод =Q). D 

假定 До РО) f) 90) gA). ЖЛ 

РОО) H-g Q0 P) —0. 

考虑 引 理 2 推广 到 ¿=s ENDE ñ l FK ER VE Jy PEL C22) ,类 似 可 
m Ë 


P.Q)=AfOQ),Q.Q)= — АО). (23) 
如 果 (2) 式 严格 既 约 , 又 go(2) 为 非 零 常数 ,又 деде, (А) =1(® 
三 1,2,…,r), 则 称 (2) 式 为 均匀 . 此 时 £005 gQ) R s=r 的 形 
式 (16), 又 As HMA ee. € Fücl,2: rA 00. 由 定 
理 2 易 得 
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推论 1 如 果 (2) 均 匀 , 又 
f(A)C=Cg(8)=0, 
则 第 阵 方程 (1) 具 有 解 
X= È C tea 00Cg D. 
定理 3 如果 /00 55 g OO EURE 16), 90 O2) 552935 1 0 Ж 
KRENE A508 —1,2, 7). 此 时 r=s, 且 存在 p,E8, 使 
得 
АО) = p P,0) аб) = – ра), (24) 
(0,1, 5). X. 
&&o- CoD (0,90), (25) 
TN 
这 时 名 为 f, Qy 5 Ж. 
证 明 据 (16) 式 得 如 (一 生产 0. 令 
DG) f Ag 00 — gA) f,Q). 
山 (6) 及 (10) 式 可 知 
D,Q)—0,D,.,0) — C71 Z. 
从 (3) 式 易 算出 
Di- (A) = ен ЬО) +, GQ). (26) 
^? n, deg f, (А). 利用 (5) 式 而 知 deggi СА) = ni. 由 (6) 式 得 到 п, = 
所 以 通过 (4) 式 从 (26) 式 导 得 
LD,Q) = DE mk, 
m 
假定 所 有 A 5008 1,2, ,5). 从 A ZEOBI AI CO) SR JEEP t UE 
Hp. Ф COSE Im РО) = fiA QAE gA). 注意 Aca s 
oh ERRIA 


deg(/QOQQ) HEPA —5—ni4Z2s—0—15—n,—1. 
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»7—1). (27) 


деде (А) =nin—m=1 (k&=0,1,-,r—a), 
(2) 式 为 均匀 , 且 r=s. 
反之 , 设 (2) 式 为 均匀 ,此 时 A750. 由 (4) 式 知 m m k,r= s 以 
下 我 们 假定 Acsi COSCE CS) ,并 由 此 证 明 4 天 0. 为 此 我 们 规定 


=(—1y ао ^ 
пт ES Ae 
BE WE C27) 3528. LDA S= — pi 77. 4e 3| EZ =, РОА) 
= fA) QA =g A) E 


FAD = — PO) - P0) n AERA = – 0). 
TAE „дев Р) =, 4,750. 这 就 用 数学 归纳 法 证 明了 所 有 Aie 
0(—5,5—1,, D, XOU BERE ks 为 真 . 令 p= 起: 由 
(16) 及 (23) 式 可 知 
Р) =р,Р,0) 0) = р). 
从 而 (24) 式 对 所 有 es 成 立 . 易 知 


&2=Lf,Q)=p LP,Q)=(—1) — < fán $T 0,1,77,5—1). 
b+ 


上 式 简化 变形 即 得 (25) 式 . D 
现在 我 们 介绍 ляпунон 函数 . 
设 (2) 式 严格 既 约 . 如 果 gu) —1, X. 
=a (=l He (A), 20-4) е4) 2,55), (28) 


则 称 (2) 式 为 H 分 式 ,一 
定理 4 “如果 (2) 式 严格 既 约 ,Lf()=aoX(aoE F), WDR 
уна 
aug) C AY'a f C- А). (29) 
此 时 ， 
£O) ССА) (0,1, 7). (30) 


证 明 假定 (2) 式 为 五 分 式 ,此 时 gQ) — 1. 由 (2) 式 得 
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fO) 1 


一 1 一 . GD 
go) iau ri к= 
eO) 

eG) "s 
利用 (2) 与 (26) 式 ,由 上 式 可 知 
ECA рф 1 i 
7( 一 人) & CA 
&C-A 
BAV EM 
=/% 3 
= (82) 
上 是 ,存在 DEF EN д0) =0 70А). A LÉO) 9 Lg O0 vfi 
=(— 1 #° 
а, 


从 而 (29) 式 成 立 . | 
反之 ,假定 (29) 式 成 立 . 此 时 aug СА) = C^ D'a f (Q). —Jr 
所 可 得 (32) 式 , 另 一 方面 ,从 ДОА) = Lg (А) g O0 — 1 fifi (31) 
式 . (31) 与 (32) 式 相 比较 ,导出 (28) 式 , 即 (2) 式 为 H 分 式 . 
在 此 情形 下 , 今 将 已 证 的 结论 用 于 H yok 
вА 1 
лт 区 


1 
«+ + 


J 是 ,存在 EF, 使 得 gQ) =, Л). CO (5) (28) 
L F= LG A6 СА) 4 72) 
— YD LG De 0076. 0) 
-CODLaO. 
HA, a= С—1)*. 从 而 (30) 式 成 立 . D 
如果 已 分 式 (2) 为 均匀 , 则 称 (2) 式 为 H #5]. 记 实数 域 为 
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有 .是 (28) 式 可 知 ,(2) 式 为 H 均匀 的 充 要 条 件 为 


gu I (33) 
fO) СІ 1 


1 
Ана 
这 里 的 所 有 e n € RO <<) 66e oO. 
定理 5 如 果 (2) 式 为 五 均匀 , 则 ei sese зе, 中 到 正 值 的 个 数 
等 于 A(4) 位 于 右 复 半 平 面 的 复 根 的 个 数 . š 
证 明 WEM, SVI gCO RES Q0 5X, JC з=, XE 
4i AO 1,2, s). Ф 


&À rid- 
€, ar i 


G0 = Hi Ca PER). 
ЖШ ai” =R tian 规定 a; p EG). Ф 


а a au -i 
В. А Bai 


0 а 3 а. 
Va-|0 B" Baz |€R Gk=l,,s, Vo=1). 


ооз А 
利用 行列 式 的 变换 ,可 推出 
м=с—*##”(®®)'ху„. 


а, 
从 (25) 式 得 到 


eu 一 -lel Yu (k=0,1, ,7—1), 


其 中 名 ER, 从 而 syev,…ve 中 取 正 值 的 个 数 为 变 号 数 Y(V。， 
Vas Vio BI 7CA) 位 于 右 复 半 平 面 的 根 的 个 数 ( 见 C81]，, 书 . 
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612). D 
记 复数 域 为 V, 令 BEV, ZEV. 考虑 常 线性 系统 
dz 


dco BZ. (34) 


令 (34) 式 的 所 有 特征 根 为 A; G1, от). MEA А A60 
(Oc Em) UE H 19 Z'CZ tede) H ОШ Z' XZ, 
使 河 (34) 式 有 
4 
dt К 
ЖИС 5j X 3829 Hermite Ж (Сй.С81),Р. 549). (35) 式 等 价 于 
Яп y Be 


(2°XZ)=—2°CZ, (35) 


AX—XB-C (А=—В'). (36) 
定理 6 ”如果 &(A) 为 (34) 式 的 特征 多 项 式 ， 
fQ)-C Dg C-23, 
《2) 式 为 均匀 分 式 , 则 
G) r=m,《33) 式 成 立 ,其 中 e ,em 中 取 正 数 的 个 数 等 于 
《34) 式 位 于 左 复 半 平 面 内 的 特征 根 的 个 数 ; 
Gi) (35) 式 存在 唯一 的 解 


Z'XZ= анс, (37) 
ЖИЮ Z,=z,(B)Z. 
证 明 ” 据 假 定 此 时 
LfQ)= LgQ) =", gA 5 C77 fC- 2 
Misit sta npn, (DRH H 分 式 .从 而 rm, (33) 式 成 立 . f (A) ft) Т 
АТА & jim. 了 (2) 位 于 右 复 半 平 面 内 根 的 个 数 必 等 于 
g OO BUT Ze SESESE Ti PUR BO 4 SC 利用 定理 5 即 知 €s Erst ,em 中 
收 正 数 的 个 数 等 于 (34) 位 于 左 复 半 平 面 内 特征 根 的 个 数 . 
(2) 与 g(A) 分 别 为 A,8 的 特征 多 项 式 . 因 £00 55 g ODE 
素 , 收 (36) 式 的 解 存在 且 唯 一 . 由 Cayley 一 Hamilton 定理 ,有 
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g (0 — f(A)=O. 由 (30) 式 可 知 ， 
AUD GG» 2 C D* GOD. 
利用 推论 1, 得 (36) 式 的 解 
х= вел)" Ci UD, 

从 而 (35) 式 存在 叭 一 的 解 

Z'xz= Sanz GaGD C (B)Z= p CZ. р 

设 (34) 式 为 源 近 稳定 . 如 果 Z* CZ 为 正定 , 则 由 上 述 定理 可 
知 , 所 有 1 为 正 数 ,又 (35) 式 的 解 Z" XZ 可 按 (37) 式 分 解 为 所 有 
非 负 M е2: CZ, ZA. eZ; CZ,=e,Z' CHIESE CT] 
IER] manynon 函数 Z° XZ 为 正定 . 


2 矩阵 方程 (1) 的 最 小 多 项 式 解 法 


ЖЕЛЕВ A,B 的 最 小 多 项 式 求解 此 方程 ,使 得 "1 它 的 解 比 
上 前 已 见 的 缚 果 较 简洁 . 本 段 洛 用 上 “- 段 的 记号 . 易 知 


引 理 3 е4.) = eip Gu€ FX F 48 6 BOR A 
[tak X€ Fg 
eA, B= Ў) AXB. (38) 
特别 地 , 当 f(p) 为 一 元 多 项 式 时 有 
f(B)X=Xf 8B). . (38) 
记 m.CO29. ЕЈ jp"”" 的 线性 算 子 o 的 起 小 多 项 式 .下面 的 
WA 9| PU S AI 


引 理 4 тл(А)=т,(А)т»(А) = ms (2). 


艺 知 短 阵 方程 (1) 与 矩阵 方程 : 
(A—B)X=C d (39) 


2 0028 F Ef f it ть Q0 ,8(h)) 一 1 所 存在 (唯一 ) 忆 上 
的 多 项 式 Од) ,v2) 使 得 


gO О) Hm DA=. (40) 
引 理 5 СВ) Те (ть (А) 800) =1Н 
(OD) = (В), ар 


JEP Ah) 满足 (40) 式 . 
对 于 ma(i) 必 有 天 上 的 二 元 多 项 式 g(4,p) 使 


ma) = (А j)q (А, и) 3 maa). (42) 
定理 7 А Варе (maA ,mz())=1, 且 


(A=B) =—g(A,B)p(8), (43) 
Ah) 满足 Ë 
ma CADUCA) +ms(Q)6(Q)=1. 
证 明 《充分 性 ) А, ВИКА UDAR ARI H 
тл) = CL - B)qCÀ В) +m4(B). (44) 
GIRAR ma CAD = ma CD —0 ma GD —ma (B). 在 引 理 5 中 用 
g OQ) 9 m4 AHI ma CB) рй, В. 
[ma (B) J = (В), 
Jt IH UDRAA -BCA BDB — T ,7 为 便 等 算 子 ， 
(必要 性 ) (A— Вә трэб, ЕЕГ РЕ СЕЕН 
C81]225 页 知 A 与 В НТИ, РАЖ (ma O0 m4Q0) =1. Ü 
Tatu iC A— B) RREK. 
BE ma AD X a, XI ао, Н 42) 
ce а 
пао уп) 7 miQ0) DC 


(45) 
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故 
я‹й,ву= 22 Уа ain, 
从 而 ， 


cud 
A-B 2 Уа, Apron. (45) 
B — 2. Bu 
山 引 理 3 知 方程 (1) 或 (39) 的 解 为 
кей 
х= вс 22 Ма An CB сщ), (46) 
= Au 


这 个 解 的 代数 结构 完全 由 A,B8,C 的 多 项 式 表示 ,因此 较为 简洁 ， 


应 用 也 较 方便 . 
下 面 重 解 例 1: 
ma) — 3-24 my (4) =A - X - 24-1. 
由 于 
ma) C— X —A— D) Hms CA) CR+1)=1, 
有 
KA= AHA), 
从 而 
zpoum 
#\В)=—(#+В+1)=| 1 1 l. 
. 0:1 1 
iij à, —2,2;—0,a,—1,/ A (460 XE 
+ 
X=-—(CA'C+ACB+CB'+2C)a(B)=|—3 0. 0]. 
0 —21 


定理 8 (f(2),g(2))=1 且 f(A)C=O,Cg(B)=O, JS: pe 
方程 (1) 有 解 
х=, ВАС. 
证 明 HDAS E EXE АСАТ OO E RE 
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PCA)FCOA) 十 CA)SCND) 一 1. 
将 
g= QG—uqi Gg) 
代入 上 式 有 
НОРО) + СА— р)д, (А, pg (А, ро) ОСА) g (и) 1. 
将 ,8 分 别 代 入 上 式 中 的 4+ 和 p 有 


MBSA + A Bg. (А, Bv CO +o A QD = T. 


上 式 两 端 作用 于 СЄ F"“" 上 并 由 引 理 3 有 
KASACH СА— В)д (Á, В3оСА)С+оСА)С&(ВУ=С. ü 
Ж 设 f(24),g(4) 分 别 为 4,8 的 特征 多 项 式 , 则 СА) =0, 
&(H) 一 O. 故 由 定理 8, 将 定理 7 中 的 4, 如 的 最 小 多 项 式 换 成 它们 
的 特征 多 项 式 时 定理 ?同样 成 立 . 


з ЖЕ AX+ XB=C 的 反 演 解 法 


考虑 矩阵 方程 
АХ+ХВ=С, an 
JEP А,В,С 分 别 为 m 阶 ,n 阶 实 方 阵 及 mXn KEX тхо 未 
жуг. 
由 第 一 章 8 6 知 ,(1 ) 等 价 于 
‹‹1.®@А›+(В'®@1„))а(Х)=о(С), (47) 


oC) 是 矩阵 C 的 拉 直 . 

设 “ 是 4 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 ,8 是 的 属于 特征 值 
4 的 特征 向 量 , 则 

Аав --af* B= (A+p)ap. 
所 以 十 上 是 (47) 的 一 个 特征 值 . (47) 可 解 当 且 仅 当 对 所 有 的 i,j， 
А+ 70. (48) 
当 4, 刁 可 以 对 角 化 时 , 即 有 可 逆 阵 已 和 了 使 
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ОАО —diag (Ài s Азд) K V^! BV = бар (зе) f 

(1 ) 的 解 容易 求 得 а АФ 
Ў=(2,),%;= pes idL,C-U-'CV.C- G). 

JE " 
СУТ QUY, 40 GI'GLX(V' QU) 
maias Nt AA He и S iia iie КАД. 

"| A18 不 能 对 角 化 时 , 令 š À 
6-0, 
=АХ+ХВ, 
АС -С.В+АС,В= A! X — ХВ 
AC,—C,B+ AC,B— A?X - XB, 


iBH AC, 4B— АХ – C-Y'XB'*, 


令 4 与 8 的 特征 方程 分 别 为 

ТА АА ta Бан ОА) ОА) )=0, 
Па В| е Б Си— p ) Си ро) Ca и) 0. 
于 是 ,利用 Cayley 一 Hamilton 定理 ,可 得 

Са СЬ, G, , 

=A"X—b A X++ СЬ AX CL D'PX 


及 
Саса Бан 
X—C-D"(XB"—a,XB" EE C- D" la, XB). 


X=G (C,—-b C, iT СЬ, С) 
—C- D" (C Fa; Caritan- CH 


GAbh ATH E "bT 
—(E a DO ы)“ CA js D s 
H—B"—a Bn Cau. 
— (BHAD (BHAD (B+ D). 
Il! JE ЖЕЛТ LR RE ETT A RU ЛТД, Ж] ЖЕ ЖК) г, HH 
JE — us d A f НЫН, ДЛТ GAS [ORE s] ОЮ, {ЕЛЕЙ io 
Jn A Ж B UTERE S UU H 不 可 道 .也 就 是 说 ,如 果 (48) 不 成 
SM GR H Jedi Reit. 
利用 Bocher 恒等式 ( 见 C84]), 可 确定 出 系数 aya, a, 及 
КОБА 
а= Зд) 


а= бакаа, 


Талга алача), 


а= LG, itr4 十 am-atr42 十 … 十 tr4") 一 (一 1D)"141. 

以 上 我 们 介绍 了 和 抢 阵 方程 (1) 的 常见 的 3 种 解法 ,当然 还 有 其 
iu 一些 修法 ,由 于 篇 幅 所 限 ,我 们 不 能 一 一 介绍 有 兴趣 的 读者 可 
£ W ЖК C862 C922. 


$9 矩阵 方程 T4 一 BT 一 C 的 解 可 逆 的 若干 条 件 


设 А,В,С H n RANET 为 未 知 复方 阵 ,本 节 我 们 研究 矩 
Wk Jr Ri 
х TA—BT-C a) 
f: THU 0k F wal naa Ft. 这 些 结果 在 控制 论 中 是 很 有 
川 的 。 
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以 下 讨论 均 在 复 =” 维 列 向 量 空间 上 进行 . 

我 们 在 第 一 章 $7 中 曾 介 绍 过 和 矩阵 的 可 测 、 可 控 . 对 于 n 阶 方 
VE M H nXm KERE K, (M, KYTEE BU 

rank(K,MK ,--, M^ K)—n; 

如 果 L Jë mXn [WI CM, ORTAS M ,LL* ) 可 控 . 当 

《M,K) 不 可 控 时 ,一 定 有 非 零 向 量 p€ NU"), 
U=(K,MK,+---,M"'!K), 

H p" M'K=0,r20. 4 K 是 一 向 量 k 时 , СМ, ORTE, ДЖ k 

属于 M 一 不 变 真子 空间 (着 此 子 空间 的 维 数 r<n), 则 至 多 有 7 个 

向 量 k, Mk, Mk, REEK. 

REMA E É — 29 r f n ИЛЕС 总 可 分 解 为 C= 
XY' ,其 中 X 和 了 都 是 秩 为 > 的 anXr 和 矩阵 .显然 '(B,C) 可 控 当 
HB, OTE, (AOR WEA" ,C* ) 可 控 当 且 仅 当 (4"， 
ууп. 特别 地 ,如 果 С (82 1, 0 CB, C) $3 CA* COS) npe 36 
价 于 对 向 量 = y 有 (Biz) 与 (4",y) 均 可 控 . 

定理 ! 设 A,8 是 已 知 的 n 阶 方 阵 ,z ЖП у JE CB х) 5j 
(A',y) 均 可 控 的 向 量 . 如 果 和 矩 阵 方程 (1) 相 容 , 其 中 C=zy* , WI 
01) 的 每 个 解 均 可 递 . I 

EB) ENT), RI T'Aq= zy" q. ХЕ @Є NCID,y' q 
0, 显 然 ,zER(T), 从 而 由 

ВТ=ТА—ху'* 
MRE 8 一 不 变 真子 空间 . 

从 而 ,(6,z) 不 可 控 , 和 矛盾. 故 对 YeE МОГАТ у‘ а= 0. 从 

ilii Aq 0. FJ qs Aq qi ORT NC(T). 故 


y'q—y' Аа=у` A'qo =y" A"™!'g=0. 
V4 CA* ,y) 可 控 , 故 必 有 9 一 0. 此 示 , 对 Y q€ NCT), ff 4—0. JA 
ШЕЕ: И) 


定理 2 ЙТ RÓEREZLEEOOII T IH RR 考虑 下 列 条 件 : 
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(а) R(OC€R(O); 
(b) (B,C) 可 控 ; 

(с) NODCN(G); 
(d) (A',C RE; 


(е) NGCT) 是 4 一 不 变 的 ; 
(D NT В Ж 
(g) rankC—l. 


旭 É 
D 若 (a) 和 (b) 成 立 , 则 7! 存在 . 
2) BOMO WT FE. 
3) 条 件 (a) 和 (人 ) 是 等 价 的 . 
4) 条 件 (c) 和 (e) 是 等 价 的 。 
D 若 (g) 成 立 , 则 或 (a) 成 立 ,或 (c) 成 立 . 
6) Ж), (D , GOL SE JU T7 ERE. 
证 明 1) #ORLE PENT) W B' PENT) #9: 
Кн T EET E 1698031, 
C'-A'UT'-T' BI. 
从 而 


T'B'p—A'T' p—C' p. (2) 
ill PENTOR, T" р=0. (а) 1 NCN"). 从 而 ， 
p€ N(C'). lll C* p—0. FEROE B' p€ МСГ"). 从 而 再 由 
GO XEr0,1, nl, A p' B'C—0. НЕС), О p 
=0. |N p J& МСГ" PREET h Т n pt. 

2) 设 (c) 成 立 且 9EN(T), 则 由 了 是 矩阵 方程 (1) 的 解 得 
Aq € NOD. 由 此 及 (c), 我 们 有 CA'q=0,r=0,1,--,n—1. X (d) 
成 立 , 故 必 有 q= 0. 

3) 由 (Ga) 及 了 DD) 知 ,RCBT)SRCT) 即 (f) 成 立 ,反之 ,如 果 ({) 
成 立 , 则 由 工 是 (1) 的 解 可 得 ,pEN(T" ) 意 味 着 pENCC'). 所 以 
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NT ЭМС"), Мй Са) З. 

4) 如 果 (c) 成 立 , 则 由 了 是 (1) 的 解 ,得 gE N(T) 意 味 着 Aq 
EN(7), 即 (e) 成 立 . 

反之 , 若 (e) 成 立 , 则 由 工 是 (1) 的 解 可 推 知 ,如 果 q€ NCT), 
W gE NGC), 即 (ec) 成 立 . 

5) 设 rankC=1 且 (a) 不 成 立 , 则 不 存在 gE NODE T Aq— 
Cq7*0. WH q€ NCMV gE МСС), Ш Сс) E. 

6) WOO, CDL GO IRE. Са) з, ИНТ, FERE. 
苦 (a) 不 成 立 , 则 由 5) 知 ,(c) 必 成 立 . 从 而 由 2) 知 ,7… 存 在 D 


$10 TÈ TAKEZ AX—XB—C 的 解 


本 节 我 们 继续 研究 矩阵 方程 
АХ—ХВ=С. (1) 
我 们 证 得 当 (1) 有 唯一 解 时 ,X 可 表 成 如 下 形式 
х= X Mir rica. (2) 
探讨 了 (2) 的 一 些 性 质 . 
ЖОБА 是 一 个 域 (实数 域 或 复数 域 ), ЛЄР", BE 


Fan C€ F"^*,SpecS RIR S 的 谱 ,Im7 与 Ker7 表示 矩阵 7 的 象 
go Pro Fon. | 
B AEF", BEF", WER 
Im(€,AC,--,A""'C)CF" 

是 乍 阵 对 (4,C) 的 可 控 子 空间 ; 

c 

Ker -ÜKech- cr 
CH 
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是 甜 阵 对 (C,8B8) 的 不 可 测 子 空间 . 
对 于 天 上 的 首 1 多 项 式 
30) 23-9471 À, 
我 们 定义 上 Xz 伴 个 矩阵 Ks 和 上 Hankel 矩阵 H, 分 别 如 下 : 
figir ODS 


K= е О 
Е: 
—ð, —ô, 
[9 ó 1 
1 0 
H,= š 
ó 1 
1 0 0 


1 矩阵 方程 (1) 唯 一 解 X 的 表达 式 


设 rankC=q,C 的 满 秩 分 解 为 
C=C,C's 
ОГ C € К" ,С'ВЄ Е". 
定理 1 设 
AX—XB-C-C,C s 
iE HR e COREL BOO CERE ГІ EUR UC IA u A vs Н. 
ilit 


а(А)С=О, Ga) 
CB(B)=0, (30) 
则 乍 阵 方程 (1) 的 唯一 解 可 表 为 
pl 
х= У) Drac (2а) 
PA 
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[C's 


C'sB 
= (Cr ACa АСС) , 
CB 
其 中 ， 
"m 
r=| { ] 
Ta t T, 
是 
К',Г—ГК;= 0,0, 7,0) 0,0,7,0) 
的 唯一 解 . 


为 证 明 此 定理 ,我 们 需要 下 面 的 


(25) 


(4) 


(5) 


引 理 1 а ВОК = Ж v ВОТ, B Mi 


A C2) WD PA X EDR, САО ДЕ (5). 


证 明 < М,= (Сл,АСа, ns ATTIC), 
C's 


CB 
则 由 (25) 及 (4) 知 ,(2) 可 改写 为 
х=Мм,‹Г®М,. 
IH C'a C a 满 秩 , 故 (3) 等 价 于 
aCA)C,—O, 
C'af KB) =0. 
注意 到 ， 
AM,— MG" GL), 
N.B=(K/(@1)N., 
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(7а) 
Cb) 


(8a) 
(8b) 


` 


并 利用 (6),(8a) 及 (85) ,我 们 有 下 面 的 
AX—XB =м,„‹к'.@1„)‹Г@1„)М,—М,„‹г@1„›‹к@1„)ум, 
—M,GK'D)GI- (Ко), 
—M,GK'D—DPKOGILN,. (9) 
x 
C—C4C' 5 M, 0,,0 001,0,,0)0G123N. 010) 
我 们 可 验证 AX—XB-C.D 
引 理 2 ”矩阵 方程 (5) 相 容 的 充 要 条 件 是 
(Q) ,80))=1. 
证 明 若 (a(2),B8(W))=1; 则 SpecK'a(1SpecK, 为 空 集 
故 册 5C81] 知 (5) 相 容 且 解 卫 唯一. 


设 有 复数 上 满足 
а0) = 80) =0, ai 
Jur И O0 tivum, 
а= Oo tb Sn m. 
yl VK 
Kaw=tw,, 
IOR 


X(KC D DK) V (0,5057 ,0) 050, 7,0)0 
或 
ty Coty T'a,=1 
相 容 . 故 由 (11) 知 ,(5) 不 相 容 . D I 
定理 1 的 证 明 ” 当 (1) 有 了 唯一 解 时 ,SpecA 门 SpecB 为 空 集 ， 
故 满足 (3) 的 互 素 的 首 1 多 项 式 a (À) Ж BOO EE CHI aO I 
BCA) 可 分 别 取 为 A 各 的 最 小 多 项 式 ). 由 引 理 2, 存 在 唯一 的 全 
”消息 (5), 由 (3) 及 引 理 1,(2) 是 (1) 的 解 . D 
定理 1 表明 ,(1) 有 唯一 解 时 , 解 的 计算 可 简化 为 (5) 的 解 荆 的 
计算 . 
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PUH C HIERAR C=C n RIET 

Im (C4, AC4, АС) Im, AC, =, AC), j=0,1 ө» 
及 

Kec p= (Kera, 0,1. 

为 减 小 满足 (3) 的 “与 8 的 次 数 ,我 们 需 用 正面 的 

9183?" 设 A 和 В. 分 别 表示 4 和 在 ВЕСА, ORB, 
0) 的 可 控 子 空间 上 的 限制 ,a* СО B" OO ZH A 和 8B', 的 最 
小 多 项 式 , 则 满足 

a(A)C=0 与 C8(8)=0 

的 次 数 最 低 的 首 1 多 项 式 D RADDA а" (和 B Q). 

F 面 给 出 (5) 的 显 式 解 , 它 在 计算 rankX 时 很 有 用 ， 

引 理 4 当 (5) 相 容 时 , 它 的 唯一 解 为 

(а) "yeu, 

太一 一 (Ori-o)Ce(Ks)] t, a2) 
(b) фи >>], 


геси н, ). aa 


证 明 ”和 矩阵 方程 (5) 就 是 (1) ,其 中 
A-K/ ,有 一 Ko 


EU 


= (1,0, 5-6,0) 0,0,*,0).. 
由 (DD 得 
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C,-AX—XB'—0, 
C,=A'X—XB'=C, 
C,=A'X—XB:=AC+CB, 
C,=A'X—XB'= AtC+ АСВ+СВ?, 


a5) 


Н 
С, AX ХВ 2 Све". 
£ 
山 (15) 式 可 有 
АСАХ Ха(В)=С, асаа аС 2-С", (16а) 


BCOX —XBGOD — C - BC BC C. (160) 
这 出， 
а) Аа Ба, 
BAERE +B, 
分 别 是 4 Ж B HONEC. 2 
(aQ) 80) 1, 
则 


X=— (C, aC, a a, CO GQUD) 1, (17а) 
ХВА С, B.C, + CO. 7 
利用 C CAC' n, HIST 
с, 
` св 
С C, AC) n ATTIC (OLI) | , ‚ (18a) 
Cup 
C's 
СВ 
С? (Cr ACi ATCA СНЫӘІ) |e авы 
cur 
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将 (14) 代 入 (18) 和 (17), 并 注意 到 DA 900 158 K'a M K, 
的 最 小 多 项 式 , 对 zm 利用 (17a) АЎ p 宇 vy 利用 (175), 即 有 (12) 
及 (13) 式 . 
2 解 X 的 性 质 
当 抢 阵 方程 (1) 有 唯一 解 X 时 ,我 们 可 利用 以 上 结果 ,给 出 X 
的 以 下 性 质 . 简单 的 证 明 从 栈 . 
定理 2 设 (1) 有 了 唯一 解 X, 则 
(a) ImXCIm(C, AC, A7^C), 
(b) Кехо ђКес B^, 
(c) rankX<min(m,n), 
其 中 
m-—rank(C, AC, e, A7^!C), a9) 
ni rank(C' , B'C' ,--- (B)! C'). 
注 1 通过 下 面 的 证 明 可 以 得 出 可 控 与 可 测 在 (1) 的 解 中 的 作 
用 
给 定 A,B,C WATER S # R f 
A n ; 
о A, 
B, is 
B, # ы 
с, 0 
[2] o 
С mxn СА, COTES, СВ, COR W. 如 果 (1) 有 了 唯一 解 ， 
则 


A=s-'4s=( 
B=R-'BR=( 


б=з'ск=( 


АХ—ХВ=С 
EL 
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(X. 0 
х-( о о)" 
ПХ A,X,— Х.В, =С, 
的 唯一 解 .于 是 
rankX —rankX —ran&X, «min (m, 5). 
推论 1 BECOME XW 
(a) 只 有 当 nm 及 (C,B) 可 测 时 ,X 的 列 向 量 线性 无 关 . 
(b) RAM m<n 及 (4,C) 可 控 时 ,X 的 行 向 量 线 
(с) 当 m=n 时 ,只 有 (4,C) 可 控 且 (C,B8) 可 测 才 有 C пра. 
定理 3 设 y* 和 vw" 分 别 是 引 理 3 中 定义 的 a COR B° GO 
次 数 ,并 令 


= тіпСи" ,v* J. 
Ig CERE Ра 
rankX «&minCr' ,s'J, (20) 
Ju ` 
* =rank (C, AC, АТО), 
з' =rank(C' , B'C' ,*,CB')'!C'). 
证 明 由 推论 1 及 定理 1, 得 


св 
Y 


З p 
X=(Cr AC А CICOQU OLD). (QD 
009: t 
Jeb nt spare Go 980 FEL 
а(д)=а' Q) 2 X crat А 1А Ба 


В) = в" (WV=X ВГА ee à BI 
Ж vt Zt ,由 引 理 4, 得 
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гб (Н, 0, гот у) Са" (Kat 27. (22) 
设 T* =(Н. Opt rot outs 
及 Са" (Ka) =P (Кр), 
Jep РО). 现在 ， 
I OQ =СТ* P' CC: DOR 
-—T'GLYP (K, QI). 
Vi Ky: 是 一 个 伴侣 矩阵 , 故 
C's | [Cs 
772 |=” | 


人 
КҮ 
(C | C. 


CB CB 
с" (Ke QLI =|, PK» Q0 
C'B" 1 Cig” 1 
将 (24),(23) 及 (22) 代 入 (21), 有 
[C's 
р CB 
X (Cr ACA AT с0а"), [CE 
CB" 
[os 
lc 
=— (Ca, ACi AT CACH Q| Ca (B) ', 
[Г a. 
(25) 


所 以 ， 
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rank X «min {тапк Сл, АС, A" "Cj, 
rankCCs, B'Cs CB" Са) )- (26) 


"t a! zt S RETE RE а 


B 
X= CA) (C4, AC a7, AT CACH GE | , ^ 


所 以 ， 


ler pe] 
(27) 


rankX<min(rank(C,, АСА, A" CAJ, 
тапК(С», "Св, CB) Ce 上 
MU HJH] C 代替 (26) 及 (28) 中 的 C a 及 C', 后 矩阵 的 秩 不 变 ， 


我 们 便 知 (20) 成 立 . D 


(28) 


注 2 定理 3 中 rank X 的 界 要 比 定理 2 中 的 好 ,如 设 


(0 


о ою e ce ee con 


0 


ооеоооооо 


o-oocooooc-cooco 
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с) 

l" 
о оооос 
ооо о о 
ооо н о 
оноо о 
ооо о о 


则 均一 元 一 4, 由 定理 2 
rankX«4. 
Жена CO M ТАЛЕ 
4*8, 
БРА l C20) , rank X «3. 直接 计算 可 得 
-3 2 — 0. 0 
=1 1 — 0 0 
0 
0 


X=| 0 0 0 -1 
ооо -1 
ооо оо 
rankX = 3. 易 验 知 ,如 果 用 A B (iN Ae CARA a FB , 则 
《20) 的 界 为 rankX «4. 
下 面 考虑 当 rankC==1 时 的 情形 . 
记 
С=СС (29) 
其 中 CA(C'o) 是 一 个 非 零 列 ( 行 ) 向 量 . 设 a CO CB" (2)) 是 Cn(Cs) 
的 最 小 多 项 式 ,w" 为 w 的 次 数 ,为 B" CC 
定理 4 若 (1) 有 了 唯一 解 X 及 rankC=1, 则 


` rankX=7' А тіпси" ^2, (30) 
其 中 ， * 
и" —rank(C, AC, A™'C), 
v* =rank(C' ,B'C' CB) C). 
M y >и, 
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ImX—Im(C, AC, (3D 
"at yt, К 
KerX= Ô Kerc 8. (32) 
证 明 krn ,由 (25) 及 gq=1, 得 
с, 


Y 


B 
X-—(GC, ACA А ССН)" Са" (ВЭА. 


. C' B=" i 
W He TARH v matis ` 
с, 

св 


С.В"! 
的 行 向 量 线性 无 关 , 故 тапк Х — ра". [6] BB 4 pt S 时 ,(27) 式 
AX UAE rankX =v" ,从 而 有 (30). 由 (30) 及 定理 2 即 可 得 (31) 及 
(32). 0 
推论 。 АЦЕ RE Х,гапкС=1,Н т=п, X Sp 
必 仪 当 (4,C) 可 控 与 (C,B8) 可 测 . 
证 明 由 (30),X ipto EC 
~ ми'=›'=п=т, 
当 且 仅 当 (4,C) 可 控 与 (C,B) 可 测 . D 
定理 5 设 rankC— 1, CA OO RES B (C, В) [B , I E (1) 31 
容 , 则 (1) 必 有 了 唯一 解 . 
证 明 设 C 同 (29), 设 
S— (C4, AC, 7, ACA), (33) 
R— (Gs, B'Cs,7 C37 04). 
(34) 
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由 假设 知 ,S 5 尽 均 可 道 . 令 


А=57'45=К'., (35) 
B=RBR'=K;, (36) 
С=5 CR = (1,0,1,0) (1,0,130). (37) 


将 引 理 2 应 用 到 方程 
ÀX—XB-C 
WERE. O 
Жз ”定理 9 对 于 ranC 天 1 失效 . 如 考虑 (1), 其 中 


a(i ares deem a) 


Жа 定理 4 与 定理 5 推广 和 阐明 了 $ 9 中 的 定理 1. 
$11 矩阵 方程 AX+ XB'=C 及 应 用 


本 节 考虑 实数 域 的 任 一 子 域 人 上 的 矩阵 方程 
AX+XB'=C a) 
TW Rt fe]. 86 iB T 0916 ОНГА Jr PUO MIS HT 
“E Ri: THREE IE E ARRE ES] (RIT Jy RE 
AX--XA' ——I, 
有 解 的 必要 或 充分 条 件 , 从 而 明确 了 何 时 可 以 构造 ny von V 8 
的 一 些 条 件 . 
1 和 矩阵 方程 (1) 的 相 容 条件 及 解法 
A EXE OD HB a EAT, BeA" Ce An" X8 
Alle X € A"”" 为 未 知 矩 阵 . 
定理 1 对 于 (1), 设 总 在 A 土 的 所 有 非常 数 不 变 因子 是 
аА) XE ba aC en bu, Abus (2) 
1, зза 0 |d; (A). 又 设 d OO IERI (Frobenius 块 ) 是 
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(3) 


0 0 1 —b 
(及 是 上 Hessenberg 阵 ), 且 
F, 


PBP-!= К. А (4) 
F, 

JEP PRA ЕЙ nx TAR. id 
ХР'=(Х,, X) Xm (Ea rzs zm) ls (5) 
CP = (CC) Cm Оа Таза) бузу (6) 
这 里 m4 ЖЖ m ЖАПШЕ п HET Em 1 nsi jm enn 

| 

G) 矩阵 方程 (1) 相 容 的 充 要 条 件 是 下 列 mx m 线性 方程 组 


dC Az, СА тј lens e» 
Ax ACA RU. 
Gi) MHAR, OH X 可 表 为 
Хе Guia sexe (P) 
其 中 zi 是 (7) 的 解 i=1,…，,s, 而 


5 i 


стат „+ Quae (9) 


an 
证 明 矩阵 方程 (1) 与 矩阵 方程 
ACGXP')+(XP')(PBP-'y'=CP' a0) 

问 解 .由 (3),(5),(6),(10) 可 知 ,(1) 与 矩阵 方程 组 


E 
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АХ+Х,Е' =Сй=1,+е з 
问 解 ,而 上 面 的 方程 组 即 是 


A Gi yz vit zs) + 
0 1 0 er 0 
0 0 1 0 
[o A 
0 1 
一 如 ba 


= (Ma hr eim lys 
或 者 
Ахл 
та Аха 
Zad Axa 


an) 


ura Axa Вала m Ts 


Zia 7 Gale — A) za e, 


Gy) MOOD SJ BRODEH 
AE SIL T As А, А, 1) А, С DA" H Eñ F 


依次 左 乘 (11) 的 第 2,3，…mr 一 1vr 诸 式 两 边 并 相 加 , 即 得 
4,С—А)х„  — Ta Айа — СОЗА із» 
ç az 
这 就 是 (7) 式 . 


又 显然 可 知 将 (12) 式 减 去 分 别 以 A, — AT (SDAY? 
在 乘 (11) 的 第 2,3,…,r; 各 式 , 即 得 (11) 的 第 一 个 式 子 ,i=1,…， 
5 因而 可 知 (11) 与 下 面 的 未 知 向 量 方程 组 同 解 : 
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(13) 


4c Az, DA 
G=, FEREN EOD GAIEN PER ОНИН, ИИ 
定理 1 的 第 中 个 结论 ,又 在 Gi) 的 假设 条 件 下 ,由 (13) 的 前 7 一 1 个 
等 式 ,并 经 过 简单 计算 , 即 得 (9) 式 . D 
推论 1 设 4,B,C 及 (2) 一 (5) 的 假设 同 定理 1,m(A) 是 如 在 
和 上 的 最 小 多 项 式 , 则 . 
G) ”矩阵 方程 (1) 在 人 上 有 了 唯一 解 的 充 要 条 件 是 m(— 028 
um g. 
Gi) 当 (1) 有 唯一 解 时 ,(1) 的 唯 一 解 可 表 成 (8)、(9) 及 下 式 
2,7 (di =A) Deva "Waldes QD 
证 明 如 果 (1) 在 上 有 唯一 解 ， 则 由 定理 1, 方 程 组 (7) 有 叭 
- 解 ,于 是 由 Cramer 法 则 的 道 定理 可 知 ,di( 一 4) 全 是 可 逆 阵 ,一 
Vers {Н d, OQ) 9 mOD тС AE n[ e. 
反之 ,如 果 m( 一 A), 即 d, C— 20J& TE W ЙИН FE 
аа.) im 3,51, 
ik 
dV=d APA) pA) € AA i= S 
所 以 


аА) - dC - A)g 7 A) ,ils 
ili LIARA, dC А) ERE Em 1, nus 于 是 由 定理 1 可 
知 ,(1) 在 人 上 有 了 唯一 解 , 且 可 把 (7) 式 改写 为 (14) 式 . D 
例 设 
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=} 1 ] 
6 —5 
0. 4 L[C- 
8 —6 | 
一 1 0 =} 

在 有 理 数 域 上 解 和 矩阵 方程 AX+ XB' =C. 

解 ”可 先 解 和 矩阵 方程 BX'-- X' A =C (为 了 简化 计算 之 故 )， 
容易 看 出 ,A 只 有 一 个 非常 数 不 变 因子 , 即 LA) 一 六 十 4, 故 4 的 
Frobenius 标准 形 为 


1 
33 
| | 
= «л 
e! 
— 


).в= 


0 一 4 
к( v) 
27 =i 
JH p=( 2, 1) 
使 PAPC-F.d š | 
X m Gan) a5) 
出 于 
4 —2 1 
d(—B)=B'+4,=|—1 5 0 
0 1 4 
Je AE SHE CIA a Je ORT fta vti UO s КОЙО РН АГ ME fT 
(7 0 
ср) -5 0 
—2 1 
kali 
一 6 
ас B)z,— = Вт 6 
1 J 
解 出 zx; 为 


[76 [5 + 5 一 6 ша ! 
масна 4 16 1 [ |- | 

u {—1 —4 18) 0 
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义 山 (9) 式 可 知 


上 是 由 (15) 式 得 
[? —1] 1 1 [1 o 
Х=|—1 £ 一 |0 1j, 
ПИШ 
所 以 原 方程 组 АХ+ХВ' =C 的 唯一 解 为 
1 0 oj. 
01 0 

füib2 АЕС E PE M WOOD ЖЭ ЖЕЕ /(4) 为 
正在 异 阵 , 这 里 ЎСА) — det CAL, +B). 

证 明 由 Frobenius 定理 :有 的 特征 多 项 式 ACA) = det AL, + 
8) 在 人 上 的 任 一 不 可 约 因 式 必 是 8 的 最 小 多 项 式 m COR Ç, 
帮 思 (一 4) 可 逆 的 充 要 条 件 是 A( 一 4) 是 可 道 阵 ,又 由 于 

AQ)2C-D'fC-A2), 


| 


ЛСА) = COAYf(D, 
BEA m C— A erp ЖЕТЕЛЕ F(4) 是 可 逆 的 .再 由 推论 1 立 
得 推论 2. D 
推论 3 设 d1(2) 是 8 的 第 一 个 非常 数 不 变 因子 , 且 di( 一 A) 
是 奇异 阵 , 则 (1) 在 人 上 或 者 无 解 ,或 者 有 无 穷 多 解 . 
2 ЖЕЕ AX--XA'-C з 
ЖЕТОНИ тел, B— A,C Jë mX m 正定 阵 或 负 定 


We. 此 时 记 
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[F, | 
TP F, 
РАРі=Е= 


其 中 心 是 4 的 非常 数 不 变 因子 
d) 9 Аала, 

WA WE im sess; OO а (А) £1, 7 5—1. E 

定理 2 设 A 是 mxXm 可 道 阵 ,C J m X m 正定 陈 (或 负 定 
О, 

AX+XA'=C. ав) 

在 A 上 必 无 解 ， 

证 明 显然 可 把 矩阵 方程 (16) 化 成 同 解 矩 阵 方程 

(PAP7O(GXP) GOXP»Y)GAP72) = РСР". 


他 


PXP'= Gy yx stmt. 
PCP' = (Jutt me etate 
与 定理 1 的 证 明 相同 ,可 把 定理 1 的 两 个 结论 换 成 : 
G) (16) 在 人 上 有 解 的 充 要 条 件 是 


М а Ра Віз ат - 
全 是 相 容 方程 组 
Gi) ” 当 (17) 是 相 容 方程 组 时 ,(16) 的 解 可 表 成 
X=P anr sE s Ta Ln, P) ag 


JEP zx EADH i1, 


Р i 
zem ACD ы ua Dayak Da 09) 
2. i 
i=1i ssj= 1 rl. 
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由 于 4 可逆, 故 至 少 有 一 个 we 一 0, 于 是 F, 的 第 一 行 是 零 向 
ШЕШ 
0 0 0 0 
Тоо mn 
0 1 … 0 一 oz-i| lcs, 


0 0 1 一 Qu 
是 太 的 第 ni 十 rz 十 … 十 rs-1 十 1 行为 0. 考虑 方程 组 (17) 的 第 个 
线性 方程 组 


dE), = 之 一 IE Mh, (20) 
Pi OOH DU С F) xu О т Hrt tri HINE. 
» Ji, 520) 的 右边 可 改写 成 


Soor чыве ве з QD 


эю Du MDR rtrt etri ФАО, 
XI C REE BE CX Af s I) L C=QQ' (或 C(PQ)CPQ) ) Fer 
Q мд. FIE — mb СРО) CQ) Gk — POPA 的 第 六 
bera HIR. A СРО)  @ Ж rtrt Era БТА В, 
50, 显然 可 知 ,PQ) (PQ)' (或 一 (PQ) CPQ)') 的 第 7 十 rs 十 … 十 
4 十 1 列 为 一 Vn 的 第 7 十 rz 十 … 十 ra-1 十 1 个 分 量 是 一 BB 或 
(CB), 但 PB 关 0, 故 (21) 的 第 xi 十 rz 十 … 十 rai 十 1 个 分 最 不 为 0， 
此 为 矛盾 , 故 方程 组 (20) 无 解 , 亦 即 (16) 无 解 . D 

注 1 定理 2 的 一 个 特例 是 , 当 A 可 道 时 ,manuynon 方程 AX + 
X 汉 = 一 [ 必 无 解 ,也 就 是 ,只 有 当 A 是 可 逆 阵 时 才 有 可 能 去 找 
лниунов 函数 

定理 3 设 C 是 正定 阵 (或 负 定 阵 ) ,又 设 可 道 阵 A 的 最 小 多 
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项 式 m O2 —4, OO REB EC HL 
d,Q) 9 X as k HHan, s 
则 n 


га 


G) 2 C7 pret 有 天 0 时 ,矩阵 方程 (16) 必 无 解 ， 
unius. x8 


dC Fa Xcoe | 

全 是 相 容 方程 组 时 ， абд 有 无 穷 多 个 解 , 且 z, n Л ЕЕ 
п ЩИ. 

证 明 因为 ` 
d,C- F)) ed E) kd ›з› (22) 
而 山 Hamilton — Cayley ЖЯ d, СЕ) 70, &—1, s fH 
d. O0 |d, QD 一 1，…s, 所 以 由 (22) 式 即 得 
а, В) =0,k=1; 5, 于 是 ， 

а-в) 
4C F)= B9 т =о, 
а-ә 

所 以 出 (17) 式 可 知 定理 得 证 . D 

ik2 定理 3 说 明 , 并 非 任何 可 逆 矩 阵 4 都 可 构 作 линунов 国 
数 . 
3 ”矩阵 方程 AX= 二 XB 及 其 应 用 


定理 4 R AEAT, BEAY BAE, XE AT" УЖ 
Vi UAR 8 的 非常 数 不 变 因子 是 
а) ERHAN H Hb i=l s 
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d, Оз d. A) i1, 51, X Ë di O 094848 EJE In C3 3 
Faiz l, s H 
Е"; 


Q'BQ— (23) 


F 


Ji Q€ GL. CAD id X (Q). = (X,,X,, 
iras =1, те эзуу m BERKA Е 
则 


Х,),Х,= (хаха, 
г vena 


G) 矩阵 方程 
AX-XB (25) 
任 和 上 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 m CAD е ЕЕ HEP m OO JE B ХЕ 
全 上 的 最 小 多 项 式 . 
Gi) ”如果 di(4) 是 奇异 阵 , 则 (25) 在 人 上 的 非 零 解 可 由 解 


X= (кэл, TO (26) 

及 
а,(А)л„=О, Gn 
zm АР! жд, (28) 


fili i= lerss; j= l," ra 
证 明 由 (23) 与 (24) 可 知 , 和 矩阵 方程 (25) 与 矩阵 方程 组 
АХ, X,F,- Oils 
ШЕ 
AG Lias s Eir) 
00:0 


1 0 … 0 


—(zaza En) |O 1 … 0 
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(i 一 1,2,…,5), 同 解 ,所 以 (25) 与 向 量 方程 组 
Адада 0,0—1,2, (29) 
bi Tut bi азва Вал БСАЧ Б, )ла 0, (30) 
i 二 1,…,5; 同 解 , 易 知 (29) 可 化 为 (28) 式 ,再 把 (28) 式 代入 (30) 式 
1f 27): 反之 ,由 (27)、(28) 诸 式 可 得 (29)、(30) 诸 式 , 故 (26)、 
(27)、(28) 与 (25) 同 解 . 

当 m(4)=d,(4) 是 奇异 阵 时 ,由 (26)~(28) 可 知 ,(25) 有 非 
"ER. 反之 ,车 (25) 有 非 零 解 , 则 (27) 中 至 少 有 一 个 方程 组 有 非 零 
解 , 也 即 至 少 有 一 个 d, CARERE RE, {E а, СА) |m OD Cm CIO 
为 奇异 阵 , 这 就 证 明了 (2 

又 当 w(4) 是 奇异 阵 时 , 则 m(A4) 也 是 奇异 阵 ， Жз 
解 可 由 (26) 一 (28) 得 出 . D ° 

推论 4 设 4EA" BEA”XE Arxo 为 未 知 阵 ,5 是 
8 的 特征 多 项 式 , 则 (25) 有 非 零 解 的 充 要 条 件 为 5(4) 是 奇异 阵 ， 

推论 5 如 果 nXn 阵 8 的 某 个 非常 数 不 变 因子 d CO 8 
di;(4) 为 非 奇 异 阵 ,1<i<s, 其 中 4 是 mXm 阵 , 则 (25) 的 解 为 

K= (0r Or tipin Eitin эдиз (31) 


Jp Qe GLA) Billig (23). 

: 证 明 当 d(4) 是 非 奇 异 阵 时 ,由 а, СА) 14, 0А), је 1,5,7 f 
知 ,d;(A) 全 是 非 奇 异 阵 , 故 由 (27) 知 ,d;(4)zn=O ЯНЗ, ј= 
1,… 习 又 由 (28) 及 (26) 即 得 (31). D 

推论 6 设 4ECL-(CA),di(D) 是 naXn 阵 卫 的 非常 数 不 变 因 
子 , 且 成 立 (23) ,如果 (25) 的 解 
Х= (шц, эли, элиэ" Ze, JQ! 
中 有 某 个 0,00 za = =лу= 
证 明 A 2,=0,8 А дп], 故 由 (29) 可 知 


TaS ta En kj- =), 
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并 山 (28) 还 可 得 
Ium =0. D 

由 于 A 上 的 任何 多 项 式 8(2) 都 可 以 看 作 它 的 友 阵 的 特征 多 
项 式 . 设 G 与 分 别 是 A 上 次 多 项 式 g(X4) 与 m 次 多 项 式 FO) 
的 伴侣 阵 , 考 虑 相应 的 矩阵 方程 FX — XG' —O i {ЕЖЕ Jr 
RLAX—XB' =O 有 非 零 解 的 充 要 条 件 为 4 与 8 至 少 有 一 公共 特 
征 值 ,对 FX 一 XG' 二 0 来 说 ,也 就 是 它 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 
!j G 的 特征 多 项 式 f(%) 与 g(X) 有 公 根 ,再 由 推论 ,FX 一 XG' = 
О 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 g(F) 为 奇异 阵 , 综 上 所 述 ,我 们 顺便 得 
人 到 下 面 的 

推论 7(Barnett) 设 f(A) 与 g(A) 分 别 是 m 次 多 项 式 和 nn 次 
LHR F 是 FA) 的 伴侣 阵 , 则 £00 5j g(X) 有 公 根 的 充 要 条 件 是 
KOHA tB. 

显然 可 用 Barnett 定理 代替 结 式 理论 . 

34 т=п,В=А Bf, Д] gA) — det (AI, — B) = е (АГ, — A), H 
Hamilton — Cayley M, g CA) —O tc ФАТА, AX — XA' = 
O 必 有 非 零 解 ,进一步 可 得 下 面 的 

定理 5 设 A4 是 人 上 的 nXn 阵 ， 

Е', 
Р. 
4=Q " 9", (32) 
^ F, 
JEP Qe GL. CA), B. 
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F=|0 1 … 0 (G3) 
| 0 0 1 —aa 
则 AX 一 X4'=0 在 人 上 必 有 形 如 下 式 的 “ 非 零 对 称 阵 ” 解 
T, 
T, 
X= m Q d (34) 
T, 
mi 
fW ta ta DP 
ta ta Dm 
| . ‚+ (35) 
hi 2t Qw 
fi, ` fn Tee Б, сё D 


JEn a = Ga stirt teh ss 是 任意 r, ҖЕП. ИЙ 
ало Aib dn заа. a, EWR jm donare 
证 明 令 


X, 
qQD^XQ'-| 
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ДХ rx n; 未 知 矩 阵 ,i,j 二 1,…,s, 于 是 


АХ—ХА'=О 
g 
FX; — X F =O, jolies G6) 
її. 今 特别 取 这 种 解 


X470 ji ji j=1, ›з. 
上 是 由 (36) 式 可 得 
Rs 一 ai 一 OO 一 1 一 1， (37) 
аап +а„-аа+ Tasa, „+ (F! +aal,)a, =O. (38) 
СЗ?) Ве 
ау FT aai =l узу j=l, ro (39) 
而 (38) 全 是 恒 等 式 , 因 以 (39) 代 入 (38) 得 
СЕ аа Fr lie +a, F'i+a,,T,)aa=0. 
Ill Hamilton —Cayley 定理 即 知 上 式 是 恒等式 , 即 a4 可 取信 上 任意 
让 维 询 向 量 , 今 取 
an= (ta stias t, 90, 


pA 


Кы] 
т, 

x=q' 2 [е 

| "| 


М AX—XA' =O 的 非 零 解 ,此 处 

Xi= (ал,Ё' ал, Кал,» ын 
因为 对 任何 r, HEB] t В, Р'В 的 第 1,2,… ,ri 一 1 个 分 量 与 8 的 
第 2,3,… ,ri 个 分 量 依次 对 应 相等 , 故 知 7; 是 形 如 (35) 的 非 零 对 
HW. D 

SE AX—XA' —O 的 上 述 非 零 解 中 ,特别 取 
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ад (005 Ostir) 20521,5 


则 相应 的 T. REESE Е im 1e 故 有 下 面 的 、 
定理 6 人 上 的 矩阵 方程 4X 一 X4'=O TE A Брі ng 
ЖЕШ. 


证 明 Ча = (0,---,0,2.,),2,,908#,7, ШЕ И xt Fe 
= 1, + 
T, 


WI S 对 称 且 可 逆 并 S=SA'. D 

由 上 知 ,4=(S4')S-! 一 SiS:, 51,5, —SA' S, SC EA 
上 的 对 称 阵 , 且 3: 是 可 逆 对 称 阵 . 又 显然 可 知 ,A'Y=YA 在 人 上 也 
有 可 逆 对 称 阵 解 :Y= 以, 故 А — MC (M'A) , M Hen x SS RE» 
而 M' 4 是 对 称 阵 .于 是 有 

推论 8 A 上 的 任何 方 阵 A 必 可 分 解 为 A 上 两 个 对 称 阵 的 乘 
积 , 且 其 中 有 一 个 是 可 道 的 . 


$12 ЖЕЕ %ў#Х—АХВ= C 相 容 的 
一 个 充 要 条 件 


本 节 给 出 任意 体 F Бнр 
Х-АХВ=С а› 

相 容 的 一 个 充 要 条 件 . 

ЖЕ БЕЗЕУ FAA 已 中 元 素 均 可 换 . 

类 似 于 本 章 $ 6 定理 3 的 证 明 , 我 们 可 以 证 得 下 面 的 

引 理 ! ЛЄР СА), B€ pe (2), C € pe OJE E SIE 
阵 , 则 和 矩阵 方程 
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Ax-YB-C (2) 
(ifi X. Y € F** 的 充 要 条 件 是 有 S,RECLs+e(CF) 使 得 
5(А б) (2 9): 
o B o B. 
下 面 给 出 本 节 的 主要 结果 . 
定理 1 忆 上 的 矩阵 方程 (1) 关 于 X 有 解 的 充 要 条 件 是 存在 
F VATAR SA R iE 


(3) 


A О 
sp „)+ NE 1 "Jl -[6 „+ (б 中 Mad 
证 明 矩阵 方程 (1) 可 改写 为 矩阵 方程 

X—AY-C 
Y-XB ' 
av 
(A-ADY -XC-AB) = —C. (5) 


由 引 理 1,(5) 关 于 XY de FER EXER PRU F Ed 
"ЖЖ S fn R fi 
А+ФА —C 4+M О 
s=” ç jean] -( о ав) 
上 式 即 为 (4). 从 而 (1) 有 解 当 且 仅 当 (4 成立. D 


$13. R54 E548 EZ 4 AXB+CYD=E 


本 节 研 究 矩 阵 方程 
АХВ+СҮр=Е. a) 
在 任意 体 已 上 ,我 们 给 出 (1) 的 一 种 实用 解法 ;在 含 么 正则 环 上 ， 
给 出 (1) 有 解 的 充 要 条 件 及 其 通 解 表达 式 ;在 单 Artinian 环 和 主 
理想 环 上 给 出 其 有 解 的 充 要 条 件 - 
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(1) 在 任意 体 上 的 一 种 实用 解法 


在 本 章 §6, 我 们 曾 给 出 上 的 矩阵 方程 AX 十 YD 一 
的 儿 个 充 要 条 件 及 解 的 表达 式 . 本 段 ,我们 将 考虑 F L. 
Thi Rie С), ДОР ЛЄ Fr", ВЄ pre, C€ FE". D€ FS, 
Ша S66 th ODHE Y FE га FE -A 


1 
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的 表达 式 ， 
定理 1 对 于 (1), 设 (4,C) 和 (8,D) 的 RSR AHRI DSC 分 
饰 分 别 为 
O L, O |, 
Paa={ r P PCQ B 0 о lr-r ау 
Slo от" Үү о o |n t 
о о 0 jm-r-n 
pon 9» 
‚ [L дуз 
vau=(。 Жыр or ol ; (3) 
о о о Op-s 
љета Ё 
s зи n аза 
Еһ Es Es Ем] 
Ej Еһ Еһ Ea|r—r; 
PEU- 
Ез Es Es Eu|n 
Ea Ea Ea En)m—r-n 
则 矩阵 方程 (0) 有 解 的 充 要 条 件 为 Ea, Ens Eus Es Ea Eas Eus 
En FEIER. 有 解 时 ,其 一 般 解 为 
Eu—Y, Еһ 
x 
sal En к) "lv 00) 
Xa Xa 


` Es Ey Yx 
Y-Q, En` Үз Ya|Vo, 
Ya Ys Ys 


(6) 


JU Y, € в, Xe € Fro7,X, € К? , Xp E pocnxo-n, 


Ya € F* 179 Yp € P, Y, Е y, € Е, 
Y, € F9", Y, € PO AÁERHSRBE. 
证 明 矩阵 方程 (1) 等 价 于 下 面 的 矩阵 方程 


PAQQ^"!XV^'V BU - PCQIQ; 'YV;'V,DU = PEU. 


5 

s p—s 

Q хуч=(Х" “нү 
Xn Xaln—r 
Yu Ye Ya), 

Q'YVveé-|Yas Ys Yay > 
Ys Yx Yujk—ro 
5 s 1-5 


则 而 (2),(3),(4) 知 ,(7) 即 为 


e oj (о.о 
ide M Ык, 
L| En En E| 


| En En | 


Ea 


Ya Eis Yu: = En Yn =E, 
Eu—Yz zm) 
Ea En 


x4 


(7) 


(8) 
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Ж, Eus Ens Ens Ens En E G—1,2,3,4) E28 08 BE. 从 而 ， 
《1) 有 解 的 充 要 条 件 及 有 解 时 的 一 般 表 达 式 立 得 证 . D 


2 〈D 在 含 么 正则 环 上 有 解 的 充 要 条 件 及 解 的 表达 式 


设 R 是 一 个 含 么 正则 环 , 即 1€E R 且 对 每 个 a€E R,# a 的 一 个 
М aV € R ааа. @ УЛЕЙ R Має R 都 有 一 个 单 
й aV ER, W R 为 单位 正则 的 . 在 第 一 章 $ 5 中, 我们 指出 
了 4ER"“"* 有 广义 {1} 逆 的 事实 ,本 节 的 工具 就 是 R EERE 
X {1}. 19764 Hartwig R. E. "9 考虑 了 单位 正则 环 上 的 一 类 方 
fi cz 十 yd 一 ,给 出 了 其 相 容 的 一 个 充 要 条 件 

(1—aa(? )e(1 — d? d) —0. 
然而 , 当 此 方程 相 容 时 ,其 通 解 至 今 尚未 建立 . 本 段 将 在 R 上 考虑 
矩阵 方程 (1), 给 出 其 相 容 的 充 要 条 件 及 其 通 解 表达 式 ,其 特例 R 
.上 的 方程 
azb 十 cyd 一 e 
被 彻底 解决 ,从 而 推广 了 C74] 的 结果 . 

下 面 考 虑 矩阵 方程 (1) ,其 中 AER", BER”, CER”, 

DER” E€ К". 对 于 任意 给 定 的 矩阵 N ,为 方便 计 , 我 们 令 


Ry—I—NNO (9) 
Ly—1—N"N ao) 
G=ReA=(1—CC™)A ар 
H=BLo= B(I— D% D). az 


定理 2 R 上 的 矩阵 方程 (1) 相 容 的 充 要 条 件 为 
GG? REB” B— Rc(E, AA" ELSH' H = ELp, a3) 
或 等 价 于 
RcRcE—O, RcELs—O  RAELp—O , ELoLu —O. (14) 
有 解 时 ,其 通 解 为 
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X=W—G®GWBB® — AT ALWHH'" - APEL,H 
GU GO? REB? — APEL,H) BB? , a5 
Y—V—C'"CVDD' -C?(E—AXB)D'?, ae 
JU w€ RE VER” REREH. 
证 明 разы у 
СҮр=Е-АХВ. an 
ШЖ Š 3 定理 6 知 ,(17) 可 解 的 充 要 条 件 为 存在 XER"*? 使 
CC (E—AXB)—E—AXB 
及 
(E—AXB)D'" D- E— АХВ, 
MR 6 AE PEZ BER 
(GXB,AXH)=(RcE,ELo) a8 
dift x € g^. 
若 (17) 可 解 , 因 (18) 相 容 , 利 用 本 章 $ 3 定理 6 即 知 ,矩阵 方程 
СХВ= RcE 


AXH — ELp 
是 可 解 的 , 且 (13) 所 (14). 由 (11) 一 (13), 有 
вв®н=н 
及 
GG REB? H GAP ELH” H. a9 
+ 
х= ADELoH 9 4-GUGGIP REBO — А%ЕЬНФ)ВВ°”. 
i (20) 
则 Xo 是 (18) 的 解 . 
现 设 (1) 是 可 解 的 , 故 
GXB=0 
[PU p 
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X-U- G'GUBR'". 


AQ —G? GUBB?)H —0. 
w 
AG—G'"G)UH —0. 
Tel ERG — GG) A? Jg AG —G' Gf — 17 Яй ‚Йй 
U=W—A®ALWHH®. ` (21) 
不 难 证 明 方程 组 
. GXB—O 
AXH-O 
ШЕ БЛ 
X-X-2W-G"GWBB? AT ALWHH' (22) 
Ji WER? 为 任意 的 . 故 (18) 的 通 解 形 如 
X-X X 
则 (5) 式 .对 于 (17) 式 ,有 
Y-C?(E—AXB)D' +V —C'CV DD” 
其 中 VER™! 是 任意 的 . D 
推论 ] BAER, DER”, EER, ДИИ: Jy Be 
AX+YD=E 
有 解 当 且 仅 当 一 
А АА®)ЕӢ-–р®р)=0 
和 有 解 时 ,其 通 解 为 C 
X=W+A%(E—AW)(— D' D), 
Y-V—VDD'" 4-CE— AW)D'" DD” 
JEP WER”, VER” git. 
推论 2 R 上 的 方程 
azb+cyd=e (24) 
ifi B 24 
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gg A— ech Jeb b= 1c )e 
及 
aa? e(1 —d'"d)k'"h—e(1 —d'?d), 
JU]! go O—cc)a 及 h=6b(1 一 dd). 有 解 时 ,其 通 解 为 
ар g” gb —a Pa — gh ghh” --a'"e(1 ddh” 
"pg? g Cg? Q1 сс) е ае —d d) h I” , 
у= uc? Ce—azb)d' —c?cudd'? , 
ЛАЄ 是 任意 的 . 
推论 3 R 上 的 方程 
ard yd—e 
dift zy € R 当 且 仅 当 
(1—aa9)e(1—4' 4) =0. 
有 解 时 ,其 一 般 解 为 
z—3-Fa' (еар (0. 4d) 
y=p dd”) + (е—ара%44% 
JEP, p uE R 是 任意 的 


з DEĞ Artiniain 环 上 可 解 的 一 个 充 要 条 件 


我 们 在 本 章 $ 6 中 ,将 Roth 的 等 价 定理 椎 广 到 了 单 Artinian 
OR E. ЖЕЕ R EIIE Roth 的 等 价 定理 ,给 出 R ЕЖЕ УГ 
供 (1) 有 人 解 的 一 个 充 要 条 件 . . 

定理 3 ”考虑 单 Artinian 环 R 上 的 矩阵 方程 (1), 其 中 4E 
R", BER”, CE К", DER” BR EER”, WOMAN AH 
条 件 为 下 列 关系 成 立 : 

rank(A,C,E)=rank(A,C,O), (25) 
Н [2 

rank| D| —rank! 
n ia 


А (26) 
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rank( 2 MESA 2) (27) 


ор ор 
ЕИ 5) =rank( 6 о). (28) 

证 明 ”矩阵 方程 (1) 可 改写 为 ` 
cc 人 »(5)-* (29) 


若 (1) 有 和 解 X 与 Y, 则 (29) 有 解 . 故 由 本 章 $ 3 定理 4 立 知 (25) 和 
(26) 成 立 . 又 由 R EH Roth 等 价 定理 知 , 若 (1) 关 于 X,Y 有 解 ， 
则 (27) 和 (28) 成 立 . 

下 证 充分 性 . 若 (25) 一 (28) 成 立 , 利 用 体 上 的 矩阵 论 , 则 有 体 
A ЕВЕ Ua # Vo 使 


UsCAn Co) = [ 


K ay (30) 


о о 


T: 59—72 
(2)ve=(% e (31) 
, i 
D, 
дер, A CETHRAR ( p EINAR. 由 (25) 及 (26) 知 ， 
(Aa,Ca) X= Ea (32) 


тт 


及 
Da) 
r( pE ИС? 
їй. 令 
E, Е 
User(s к), 
s E 
则 由 (32) 和 (33) 有 解 即 可 推 得 
Е, Oyri 
UaEava=( o 9) 


sm—r, 
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下 面 考虑 矩阵 方程 (1) 的 Q 表示 方程 
AX Ba+CaY а= Еа. (34) 
WR DE R Е B 224 (з340{Е Q 上 可 解 . (34) 等 价 于 下 面 
[DET pr 
UoAoX BaV a+UaCaY DaVa=UoEaVa, 


或 
А,ХВ,+С,Үр,=Е\. (35) 
1l C27) & 28058 
AX--YD—E, (36) 
ХВ+СҮ=Е 
(37) 
在 及 上 皆 有 解 .同样 ,我 们 有 
AX,+Y D =E, (38) 
X,B,+C,Y, =Ë, (39) 


жо Esp. 
D, 
ICA CORREA (^ ) 是 列 满 秩 的 , 故 有 上 的 矩阵 


в, 
ocot ^, Jam 
(e) Ch, в) 


D 可 道 ,并 且 


а NA 
up. ut 
Gau ue en 


B, D A/N N N Һ\В, D, 
оазе ваар 
D, —B/AN, —М/ AN, мр, —B 
üt X,!j Y Je (38), JE BL X:,Y: 是 (39) 的 解 . 
4 

X=X N, M, Bi XD) Ni, 

Y YN; M|Q,Bz- XiD)N,. | 

(42) 


山 (38),(39),(40) 及 (41), 易 验 知 ,(42) 是 (34) 的 解 . 从 而 (1) 在 RR 
"Ий. 0 


4 主 理想 环 (未 必 交 换 ) 上 的 矩阵 方程 (1) 


设 R 是 一 个 主 理想 环 (未 必 可 换 ), 由 文 (96] 知 ,R 有 商 体 . 设 
A JÈ R HKA RIRI. 在 第 一 章 $ 2 中 ,我 们 曾 引入 了 及 上 矩阵 
A [fl] Ek Rank4, 并 且 规 定 , 当 4=O 时 ,Rank4=0. 设 4EO"， 
我 们 记 A 的 秩 为 rank4. ` 
本 段 我 们 在 尺 上 考虑 矩阵 方程 (1), 给 出 其 有 解 的 充 要 条 件 、 
由 596] 中 的 定理 16 及 其 证 明知 
引 理 1 设 AE Rr”, 则 4 可 经 过 有 限 次 初等 变换 化 为 
(2 2) 
о о 
的 形式 , 即 有 PECGLw(R),QECGL。(R) 使 
D, 2 
о о. 
Д, D, =diag(a saz 5a) € "а |а) 
引 理 2 Aem" 
RankA=rankA 
证 明 # 4=O, 则 引 理 的 正确 性 是 显然 的 . 设 rankA— 770, 
MJ A 在 一 个 ~ 阶 子 块 A, 非 零 因 子 . 于 是 ,由 引 理 1 易 知 有 PRE 
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raQ=( 


G1,(R) 使 
4.=PDQ,D.=diag(a an)， 
JEN a; 全 不 为 零 .因此 ,在 尺 所 供 入 的 商 除 环 Q 上 ,4, 可 逆 , 从 而 
有 rankAZr. Ж 
КапкА<тапкА. 
设 rank A=, I| A 有 一 个 上 阶 子 块 4 在 2 上 可 道 .在 R 上 , 设 
4X=O,XER 则 由 4ECLCR) 知 ,在 2 上 有 
X=A'A,X=0O. 
Ad nf ub YE R Ed; YA,=O,W| Y=O. А, 在 R 上 非 零 因子 . 
ШЧ 
RankA>t=rankA. 
故 RankA=rankA. 0 
由 引 理 2 立 知 ,关于 体 上 和 矩阵 秩 的 等 式 与 不 等 式 (如 第 一 章 $ 2 
中 的 定理 8, 定 理 9 等 ) 均 在 R 上 成 立 . 
此 外 , 体 上 矩阵 的 满 秩 分 解 在 R 上 亦 成 立 . 
由 引 理 1 还 可 易 证 得 下 面 的 
引 理 3 H AER”, WEH PEGL (ROM QEGL RË 


JEP A € RAE RT. 
BAER”, DER” R EER pe Pë: 
AX+YD=E (43) 
有 有 解 的 一 个 充 要 条 件 是 Roth 的 等 价 条 件 成 立 , 其 证 明 可 类 似 于 
Ant $ 6 的 处 理 . 即 下 面 的 
引 理 4 和 矩阵 方程 (43) 在 R 上 可 解 的 充 要 条 件 是 
AE А О 
(о ыч 2) 
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在 R 上 等 价 . 
引 理 5 ЖИ Саз) ВИХ 


(б Oel 8) (44) 
可 解 ,或 等 价 于 , 当 且 仅 当 
(ege w 


可 解 . . 
证 明 设 (X,Y) 是 (43) 的 一 个 解 , 令 
II -Y о —X 
in o )4-(5 1 ) 
Mare GG. 
反之 ,给 定 (44) 的 一 个 解 (六 ,了 ) X В! Y НАВ 
Хх=—Хи—А„Е,Ү=—Ў„, 
W Х,У 满足 (43). k 
只 要 作 方 程 的 可 逆 变 换 即 可 有 (44) 后 (45). 口 
FERRERO), P AER, BER”, CER", D 
ER” X EE R"**.(1) 可 改写 为 
CC 人 MM (46) 
o YD 
山 引 理 3, 有 R ERI SERERE U REV. 使 


оло ©), 


(5)v-(5 о): 
Jer ore (eam + 


Е. 2) 


иву=(ь У 
En Еһ 
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Jin]! Eid rank(A,C) X rank p)ar. ЕЛИ 
MAF: 
(A,C)=LC(AA,CA), 


B 
(р). 
bae coge (5, ima. 


m 


É-LOEQR^. | 
上 是 由 (46) 式 及 本 章 $ 3 定理 5 立 得 下 面 的 
命题 1 矩阵 方程 (1) 有 解 当 且 仅 当 下 面 3 个 条 件 都 成 立 : 
G) Es=0,En=0,En=0. 
Gi) Ёре БЕВ. 
Gi) EZ E 
A^X B^-C^Y D^ — E^ (47) 
ti R EEM- 
进而 , 若 (i 与 (ii) 成 立 , 则 41) 与 (47) 同 解 . 
由 命题 1, 不 失 一 般 性 可 令 (1) 中 的 
СА,С) ZR i (48) 


(etma. 
Fi tëe R EIKER MN, LK iE 
H K 
(S BP M 
жш. Bof 
is с ) M C m 


N —MN -A 
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B DyK D (50) 
n xli MI 

下 面 给 出 (1) 可 解 的 充 要 条 件 - 

定理 4 设 (48) 和 (49) 成 立 , 则 以 下 条 件 等 价 : 


G) (ш. 
Gi) 和 矩阵 方程 
ACX+Y DB=EKB— АМЕ 51) 
DLA 
Gi) 矩阵 方程 
AX,+Y,D=E,X,B+CY,=E (52) 
ША 
(С к O O [© о оо, 
"m BO ol lo BOO 
оо A El lo OA 0 
o o o pj loo o pb 
GO EJ RE 
C Oj, „В Oy (E О 
(5 MISSUM ME a 63) 
її. 


证 明 ЕН Gi) > OSG Gv) (у) (їйї). 
.Gi)=>G) dEXSYoXGSYEBGD A 
X=X.K+M(Y K+X,DD, 
Y=Y,L+N(Y,K+X,D)B, 
ili C50) 可 直接 验证 (X,Y) 是 (1) 的 解 . 

о») 给 定 X 和 YY 满足 (1), 令 
X=N(XB—ME)—M(YD—NE), 
Y=(CY—EL)K—(AX— EK)L, 

ШС50), ТАХ УУ #8 (51). 
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Div) 车 (51) 在 R 上 可 解 , 则 由 引 理 4 知 ， 
(48 EKR AME) 40 的 


O DB O DB 
AC EKB—AME О О АС о O 0) 
о DB оо | |o DB o O| 
0 O © Fio o 1o 
о о O L о о O I, 
Au jt И B| 39 АУА ЗЕ ЕН (100 80 f 
[ЛС EKB-AME О O) (C E O O 
IZ DB o o ороо 
O о L 00| |0 ОСА E|’ 
O о O L) lo о o D 
AG ооо гє 0-50: 0 
о DB O O Јово ol 
oO O LO Used 
0 о Ol о о O D. 
故 (iv) 成 立 . 
GO) 对 
(С E O O 
овоо 
ООА Е 
ооор 
作 -系列 初等 行 和 列 的 变换 即 得 
С E О Оу (С O E О 
O B о O_|O:A O E 
OO A Е| |O ов ol 
о о о D) loo O.D 


ШЕЕ 
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cooo (COO O 
ово о| одоо 
оо a ОГО ов о 
о о omp i00 о D 
从 而 ， 
CO EO (COO о 
О AO Е| О АО О 
оов ojooro 
оо оь) \о о ор 


А вн 
э») 只 要 对 (13) 中 的 矩阵 Х,У 作 相 容 分 块 , 即 得 


Gii). D 
Н KE E77 PR OL I RCM 53 520 1 ЖА Ж Ж. 
5 ф= ((Х,Ү)1АХВ+СҮр= Е}, 


фа (OC Yi XY) AX +Y,ıD=E,X;B+CY; =E}, 
它们 分 别 是 0) 和 (52) 的 解 集 .对 Pr 定义 等 价 关系 如 下 
OGY)E (Х,У) 
当 此 仅 当 对 及 上 的 矩阵 8, 有 
Х=Х+СӨБ,Ү=Ү—АӨВ (54) 
Jd C,D, A fi B 5050) 18 I. F, X pr RITEM F 
等 价 关系 : 
Ot Yi X, Yo C, Y XY» 
ММА EREE 6,5 6.07 ў 
X,=X,+0,D, 
Y,=Y,—A0,, 
X,=X,+C6,, 
Y, =Y, —6,B. 
6) = (СХ, үзсө — UG, Y, X Y GR h ik 2658 EXER 
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(55) 


| 
I 
i 


导出 的 等 价 类 . 
定理 5 ”映射 %: [9 一 [内 . 
@Х\›,үҮ,,Х,,›Ү,2—>СХ,К-+М‹(Ү,К+Х,ГӘР,үҮ,„1, 
+N(Y .K+X,L)B3 

"ue XUI 

证 明 # RY, Xa YD € XY Xo YD WA R E 088: 

We 6,81 @: 使 (55) 成 立 .定义 

6-N6,K-- M&L, 

11650 39 Ai 
X.K+M(Y.K+X,L)D=X.K+M(Y,.K+X,L)D+C8D, 
Y,L+N(Y.K+X,LDB=Y,L+N(Y.K+ X,L)B—20B. 

故 

OX, Y, X5Y2) = (XY, XY). 

从 放风 是 映射 .给 定 CX,YIE Cg) KR 

X,=XB,Y,=CY,X,=AX,Y,=YD, 
则 由 (50)? 易 计算 知 
(X, Yi X5 Y2)— OCECGD,Y —АӨВ), 
0=MYK—NXL. 

所 以 ， 

PCX Yo Ха.) = OGY). 

Wi y dift. 

下 证 少 是 单 射 : 设 
PCX Yi, X,Y2) = OGY2, 
YCR Yi X, Y0- (Х,У), 
及 (X,Y)J=(X,Y3, 
шг R EWER Ө ЕЁ 


=X,K+M(Y,K+X,T)D+C8D, 
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Y =Y,L+N(Y,.K+X,L)B=Y—40B 
=Y,L+N(Y,K+ X,L)B— AB. 
ES 0,=C8B—MZB+ (X,— X L, 
6,—ÀA0D-- NZD—(Y.,—Y.)K, 
其 由 
Z=, -YOK t (X —X)L. . 
1 50 AX, +Ү,р=Е,Х,В+СҮ,=Е,АХ, EY, D— E, X B-- 
CY,— E, npo AL C5) RTL. Ж 
Р (Y, Xo Y0€ OG Yi XY). 
于 是 少 是 单 射 . D 


$14 矩阵 方程 4X4 +BYB'=C 


林 节 研究 矩阵 方程 
АХА'+ВҮВ'=С, (1) 

给 出 (1) 在 具有 对 合 反 自 同 构 的 体 K A OO H BEDEIN EWEA 
件 及 其 解 集结 构 ,在 实数 域 上 给 出 (1) 有 极 小 范 数 对 称 解 的 充 要 条 
件 太 其 解 集结 构 . š 
1 DEK ES CIO B CARE 

AER EJ TROD HP AE KT".BEKZ'",CekK"". 

定理 1 设 (1) 中 矩阵 对 CA,B8] 的 DSR 分 解 为 


O I, Or, 
Pae=( 2) m йы MEL @ 
(0 О” "|һ о. о 


lO О Отт т 
Jpn mnn P€ GL.(K),Q€GL.(K),Q,€ GL,(K),C' = 
сї X 
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nor-n on ттт 
Ca €; Сз Cu] 
,|Cs C, Cn Ca|r-n 
РЕР C, Ch cs Cu|n : О?» 
Ch Cà Cà Ca)m-r-n 
WI OO HIERN СЗ Е C 0,040 G71,2,3,4). 有 
此 种 解 时 ,其 一 般 解 为 


人 2) xj .. 
=Q] Ch Ca Q', (4) 
Xh Ха 
[e Cb Y 
Y=Q, Cs Ya 'Ys|Q;, (5) 
vs Үл Үш 


JEP X, € Km" Xn ESC- (GO, Y, € Kn" 7, Ys4€ 
SC, (K) ,YasEKnx ysESC-(K) 是 任意 的 . 
证 明 矩阵 方程 (1) 有 自 共 撤 解 等 价 于 


| "QA! P! FPBQQ'YQ;Q;B' P' =РСР', 
X'=X, 


үз=Ү 
н. + 
a 
Хи Xayr 
UU : 
dne (x; Ae SR 
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non kr 
Y, Ys Ys 
Y; Ya Ya 
Ys Yë Ys 
将 (2),(3),(7),(8) 代 入 (6), 得 
Ya 9) [5 о) C, Cy Cs C, 
о о Сї Си Ca C, 


т 
Q;'YQ; ' = (8) 


"п 


k—ro 


故 
Үһ=Сһ,Ун=Сь,Са=О,(4=1,2,3,4),Сь=О, 
Cu 一 Ya 2 

Ch Са 
ЛИАЗ Ж Cas=0, 及 Cs=O 《〈i=1,2,3,4) 且 其 
解 可 表 成 (4) 与 (5) 的 形式 . 

反之 , 若 С3=0 Ж С =00=1,2,3,4) ,将 (4) 及 (5) 代 入 (1) 
并 注意 到 C" =C 及 (3) 式 立 知 (4) 与 (5) 是 (1) 之 自 共 斩 解 . D 

同 理 可 给 出 矩阵 方程 (1) 有 反 自 共 罗 解 的 充 要 条 件 及 其 通 解 
KER 

定理 1 GEO PASPEXECA BIH DSR 分 解 为 (2) 式 ， 
C'-2—-C,H 


= 


—С% Са —Cš¿ Culm—r—r 
Jil COAT ARRERA C,,=O,C,=0G=1,2,3,4). 
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有 此 种 解 时 ,其 一 般 解 为 


[om kd 
x-Q -Cs C4 |е", 
一 Xi Xx 
Cs —C;h Ys 
Y=Q, С. Үз Үз|©О;, 


-Yn —Yh Үз 
JU] X EK”? Xn ESS- (Yu € Kn" 7 Yn € 
SS, (KC) Ya € Kn* 979 Ys € SS,-, (КЕЙ. 
KUFER, {ПЖ tH ЕЕЕ LECCE DERART 
条 件 及 其 通 解 表达 式 . 
定理 3 ” 设 矩 阵 方程 (1) 中 和 矩阵 对 C4, 有 的 DSR 分 解 为 (2) 
AXGC-CUSB 
m—r-n n r-n от 
C; Ce С, Cu] 
о 1Са Са Co Ca" |та 
аку т Š 
C, Сы, Ci? Сы?)т—т—т 
ШООК Н 388088 ВЧ С=0,С,=0,1=1,2,3,4. 有 此 种 
解 时 ,其 通 解 为 


С» Cu 一 Ya 
X=Ql ” (с, P lass. 
Xa xi 
Ya CP C, 
Y=Q| Yn Yn С |Qi， 
Y, Ү YP 


Jüh Xn E K”? Xa € H, UO, Yn E Кто, 
Yn E Kn" 7"? , Y4 € H, (K) Ys € H,-, (ORERE. 
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问 理 有 下 面 的 
定理 4 GEMEN OPERA CA, BI DSR 分 解 为 (2) 
җ,с=-с,Н 


maran ne rens Ки 
(Cu Cu Cu Cu ]n 
pepeu| Ce б» -Cn 
Ca Ca OP Op |r 
C, Сі) С° —Cg']m-r— 


WE COAE C B JS RR ВО Ca =0,С,=0,2=1,2,3,4. 有 此 
种 解 时 ,其 通 解 为 


的 
Y=Q Ya Ya Си Q, 
[Ya -Ygi у? 
JUP X € K7? Xa ESAK) Yu e Kn", 
Yn € K^" 9 Yn € S, CK), Yu € Si-n UOTE. 
2 KEDI AXA + BYB' =C 的 极 小 范 数 对 称 解 
本 段 考虑 矩阵 方程 方程 
AXA' +BYB' =C (9) 
的 极 小 范 数 对 称 解 .其 中 ,4ER"” ,BERCER" XE R Jë 
实数 域 . 
对 于 上 述 的 4,B,C, 令 
L= ((X,YJ|X€SC.(R),Y€SC,(R),AXA' +BYB' =C}, (10) 
则 求 (9) 的 极 小 范 数 对 称 解 等 价 于 CX,YIEL 使 
ICX, Y2l — тіп a1) 
对 于 (9) 中 的 4,B8,CA,8] 的 广义 奇异 值 分 解 (GSVD) 为 
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A=Mš,U' ,有 一 MZsV' (12) 
其 中 MECL。(R),U 与 V 分 别 为 n 阶 和 思 阶 正 交 阵 , 且 


Ta È 
5, š 
>= Qi rois aa) 
l 
[Os ; 
Е Е Р 
z= Ty |5 a4) 
o m—k 


Jc rankC, rank CA В) r— k— rank Bs rank A drank B — k, Sa 
= diag a; a) Sa diag (B, 2 1 2 280,0 f 
ESTE = 

-另外 ,4x В ЖОЙ AC Кее BE Rex" 的 Hardmard UI 
A X B= Сааи A= ба) B= Ф). 

BH GER”, HER” ,A=diag(ài A20, 
=diag(7…,7,) 之 0, 则 有 唯一 的 SE SC,(R) 使 
1454—6117 ST—HI= 


=l, s. 


smin, 45A—GP+IT ST-—H». as 
IDEST 
i Lo« (AGG AHHH YD) ae 
Jen 
Ф=(ддЄ R, i an 


un 
证 明 XF S= (5) ESCAR), GS (g) ER”, H= (а) Є 
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RE 
1454—12 1757—62 
> СОХ + — 2 Agath sH g BID ` 


p (2I HIN si — 20A Gr ga) HVN UOS) 
+225, ga gi hi hid 018) 


il 1) Hf LS) PIE RE S=) € SC, GO HER 
iet rg Y Og + ha), 
ү” ME + ЛУ 
m 
定理 5 设 (9) 中 和 矩阵 对 CA,B] 的 GSVD 为 (12), 令 
r s k—r—s m—k 
Cu Cu Cs .Cu |, 
Cn Ch Сы Culs 


lE jr (19) 


-ıC(M-'y = 
MOM Q о з Calip 000) 
Са Ca Cs Ci)óm—k 
则 大名 ( 见 (10)) 的 充 要 条 件 为 
C=C ,Ca=0,Ca=0G=1,2,3;4) (21) 
4 LE WM LL 可 表示 为 下 面 的 形式 ， 
Cu С„5х! Xs 
={|U| Si'C' SA'(Cn—SsYnSs)S7! Xa|U' , 
Xs Xa Хы 
Жыз Yu Ya 


V| Ye Ya 586. |У | X € Re), 
Y'a C'as) С 
X4€ R7 077? , X 4€ SC, (R) Yn € SC, 400 Yi 
€ RU oy, e gemmae, 
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(22) 


Y4€SC,Q)). 
在 了 中 存在 唯一 的 [X,Z] 使 (11) 成 立 ,并 且 X, 了 可 表 为 
Cu CS [2] 
Х=0\|5!С„ Ф» (5,С254) O|U' 
[2] [2] O 
O O [2] 
Y-V|O Dx (565, SaCa|V' (23) 
O CS Cs 
Jp 
(24) 


9- Є" aa RE 
证 明 工 非 空 ,显然 ,C 必 是 对 称 阵 . 对 CX,Y]E 工 ,利用 (12)， 


我 们 有 


Mz, U XUXM +M ÈV YV 22 aM! = (26) 
记 
— 
Xa Xa Xu], 
О XU=| X, Xa! Ха |; , 
Xs Хы Xs')n—r—5 
ФАРА s r—h—s 
Ya Үш Yau]ptr—s 
V'YV=| Yx! Ya Ya|s en 
Ya Үз Yajk—r—s 
将 (20) 及 (27) 代 入 (26) 得 
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Xu Xu$4 o M 
SaXi SAXaSacSaYaSa SiYx O| 


O Y4$, Y. О 
o о о о 
Cu Cu Cs Cs 
Cs Ca Cs Са B 
Си Сы Cs Сы 
Си Cu Су Ca 
[4 
Xu 2 Cu Xu CuS5 Yn m Ss'CusYnm Cn: (29) 
C570,C470,G-71,2,3, 4) (30) 
SAXaS4- SaYnSs—Cn- (G0 


非 空 时 , 工 可 表 成 (22) 的 形 


i L ERARA CDR 

式 ， 

此 外 ,由 于 志 是 一 个 闭 凸 集 , 故 存在 唯一 的 CX,7DE 工 使 (11? 

JR MEE 

ПХ, y= IC, P+ ICs 72155 I 4-20 
2157" Call -20 Xa M olt +Y 


+21211 


+ SiCmS7'—Sa'Ss Уш$в$л'Ї'+ Уш. (32) 
i 
Ху=0 i=1,2,3,Yu=0,i=1,2,3 (33) 
MSi Са: S4 SaYuSsSa' P + Yl? (4) 
jb. шы 
=p x (SsC2258), G5. 


其 中 更 由 йез. 故 由 (29),(33) 及 (35) 得 (23)， D 
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$15 #B 24 AXB—CXD—E 


在 本 章 $ 6 及 $ 7 中 ,我 们 以 大 量 的 篇 幅 研 究 了 矩阵 方程 
АХ—СХ=Е. 
AEI SCPE TE {И [8] EB 00) BE 3J Bf SEC? Ж 8 zÇ Ж Е О Wk 18 ft: 
路 "中 ,有 一 类 更 广 的 重要 的 矩阵 方程 
AXB—CXD=E O 
JEP ACE F>”, B, D€ F>", E€ ЕСЕ 为 实数 域 或 复数 域 ) 
本 节 利 用 矩阵 的 反 演 研 究 矩 阵 方程 (1) 的 唯一 解 , 
下 面 我 们 先 引 入 正则 和 矩阵 束 与 奇异 矩阵 束 . 
定义 1 EER A 十 48 称 为 正则 的 ,如 果 4 与 8 是 nn 阶 方 陈 
11 det(4 十 MB) 不 恒 为 零 . 否则 ,A 十 4B 称 为 奇异 矩阵 束 . 
注意 到 矩阵 方程 (1) 等 价 于 
QC—A)XB—CXGB— р)= —E (2) 
1 正则 矩阵 束 的 情形 
考虑 矩阵 方程 (2), 设 AB— A 和 АВ—Р 分 别 是 Xm 和 nnXn 
正则 矩阵 束 , 则 (2? 可 改写 为 
XAHCAB 一 D)-: 一 (1MC 一 4)-CX 一 一 (MC 一 人 -ECOAB 一 D)- (3) 
AE F. ЖЕЖ AC— A 与 4B 一 DD 说 明 在 零点 的 空心 邻 域内 存在 
Laurent 099%, 
GC- A) 1-47 ал, [e 
ов Dy i-i VA V EE”. (5) 
不 类 一 般 性 ,我们 可 设 寡 零 指数 ust 满足 x 之 t, 则 展 式 (5) 可 改写 
为 
AB-D) =A VA VE Ps (6) 
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И 0, а i THEOD СКА OR 


v asv сха Was e 


其 中 
w=- È UEV. ER Zul. 
比较 (7) 式 两 端的 系数 得 
W,=0,k=—2u+1,—2u+2, =, —u+1, 
XBV,—U,CX=W,,k2>—u. (8) 
现在 考虑 AC— A 的 相对 特征 多 项 式 ， 
AQ) det 4C— A) = p." + pn- 1A" HH р. 
由 相对 Cayley — Hamilton EM? ,得 对 22m R А —1,7fi 
AQ = paUs + pa U, i+ +p U, .=O. (9) 
由 (8) 得 А 
XBV,—U,CX=W, 
XBV,—U,CX=W, ao) 
XBV.—U.CX— 
Шор ЕО) PU i 482, =0,1,- m ЕНИ ХИ, 
我 们 可 验 知 ， 


XBA, (Vn)— 4, (Un)CX =A, (Wn), 
Jep, 
AV m) = рУ puc V. HH PoV os а) 
A.(W.)=p.W.+ Pu-i Wnai HH oWo. a2) 
注意 到 (9) ,我 们 推出 如 下 结论 
XBA (Vn) =A.(W.). 
所 以 我 们 可 证 明 下 面 的 结果 - 
定理 1 考虑 矩阵 方程 (1), 其 中 矩阵 束 AC— A. AB— D 是 正 
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则 的 ,并 且 它 们 的 客 零 指数 ut 满足 u2t, 


GC-Ay =ar УА, 


ав-ру = уд, a3) 
ка 
Wi=— 22 ОБУ, ER — Dl, ` GD 
JE š 
V,=0,—u<k<—r, 
则 以 下 结论 成 立 : 
Ga) 若 (1) 相 容 , 则 
W,=0,—2u+1<k<—u—1 
(b) 车 XX 是 (1) 的 解 , 则 
ХВА (У) = 4А, (Wn), 
此 中 A (Л) AC— A WRR EL ES A СУ „) ‚А, СИИР 
(11) 和 (12) 所 定义 . 
(с) 若 矩 阵 束 的 谱 满足 
aC, ANB, DED, _ a5) 
则 (1) 的 唯一 解 是 
XB-A(QV CA 4227 
的 一 个 解 . 
(d) 若 (15) 成 立 且 矩阵 束 AB— D 在 co 无 特征 值 , 则 (1) 的 唯 
Х= А, ФУ „)СВА,(У„))^! a6) 
证 明 《〈a) 和 (b) 前 面 已 经 得 证 . (d) 是 (c) 的 一 个 直接 结果 . 由 
(b) ,我 们 只 须 证 明 由 (15) 可 推出 矩阵 A СУ) RT. 我 们 假定 矩阵 
来 AMC 一 4 在 cc 有 特征 值 且 有 限 的 特征 值 为 m,…，,ar- ЖЕ БЕЯ АС 
一 A X AB— D 的 谱 满 足 (15), 则 2B 一 D 仅 有 有 限 个 特征 值 B,， 
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cB. 使 得 
ABZ j=l, ss. a7) 
ili C1032 Е RT UAR PE P,Q 使 
РАВ 29 = ав (АТ, —J, (0), AL, J, (02 


JEJ 4, Q0J& X Jordan 块 且 有 特征 值 8, 2ол,=л. 于 是 ， 
АВ D) — Әйа СОАТ, — Jn, (BIT САГ, 74, (802 "P 


a8) 
JEP J BETEA 
a-ge + 
OL, —J. B= ^ a» 
Q-8)7 
IL 
а-в à "gates (20) 


ili 18)— (20) ,我 们 得 到 (13) 的 Laurent 展 式 的 系数 可 由 下 式 给 


出 : 
ГА 


v,=Q ; |Р,Е>0, eD 


将 (21) 式 代入 (11) 式 得 
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AG) 
AG 


AQUD-Q I s QD 


AG 


AG) 
минал Д, СУ) яй. 0 
注 1 ”如 果 我 们 将 定理 1 中 的 (b),(c),(d) 换 成 (b' ),(c' ) 及 
(d' ), 可 得 出 推论 1( 见 下 面 ), 其 中 
(b) 3: X JE COIIfR 00 
AKU)CX- — AQ 
Jen 
Д.) det AB— D) —4q,A dq, XT H qo 
AK, —q,U, -q, U, :十 … 十 goUo， 
AQ) =g Wn qu Wa H aW 
(ст) ”车 矩阵 束 的 谱 满足 (15), 则 (1) 的 唯一 解 是 下 列 方程 的 
лї 
СХ= — CASU 2^ AW.) 
497) 车 (15) 成 立 且 和 矩阵 束 XC 一 A 在 oo 无 特征 根 , 则 (1) 的 
E- -H 
X=— (4U) AQ. (22) 
推论 1 如 果 
G) ЖЕЖ AC— A fü AB— D 是 正则 的 ， 
Gi) e(C,Afl«G,D)—£, 
旭 征 阵 方程 (1) 的 唯一 解 可 由 (16) 或 (22) 给 出 . 
下 面 我 们 证 明 Jameson" 的 结果 是 定理 1 的 一 个 推论 . 
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推论 。 (Jameson) ”考虑 矩阵 方程 
AX—XD=E (23) 
其 中 AEF; DEF", EE К?“ , 则 以 下 结论 成 立 : 
(а) 车 XX 是 (23) 的 一 个 解 , 则 


XA D=- È РАКЕ, 
其 中 
AQ) det AL, — A) = рт pa iA HH po 
0) 若 系数 矩阵 的 谱 满足 
KANDED, 
则 (23) 的 唯一 解 为 


хс 22 2) p ADI DCAD). 
证 明 ЕВЕ 2 E CO RO E ЖИ Ж:В=1„,,С=1„,3ЕН. 
可 验 知 正则 和 矩阵 束 AL. — A AL — D 有 等 零 指数 w=t 二 0, 相 应 的 
Laurent 展 式 为 


а-л ал 


өру D Va, V = D. 
由 (14) 可 得 
ii | 
w=- 24 AED'- 7 21. 
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故 由 定理 1 立 得 椎 论 2 的 证 明 .。 D 
2 奇异 矩阵 的 情形 

考虑 矩阵 方程 (2), 其 中 ACC A ЯАВ D 分别 是 mXn 和 
руха 的 奇异 矩阵 束 . 我 们 可 根据 下 面 的 等 价 变换 将 上 述 奇异 矩阵 


WALH Kronecker HEW. 等 价 变换 为 
P,GC—A)Q —-AC,— A ` 


P,(B— D)Q;—AB,— D; 


(24) 
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如 果 设 AC— A 是 右 可 逆 的 ,XAB 一 D 是 左 可 逆 的 , 则 


AC,— A= 
L, Q) 
ч о 
L, Q) 
1n, — J. (0) 
ГАЕС] 
о А2.) 
I ` AL. —J. Ga) 
ав,-р,= 
КУ 
YS о 
[Ж] | 
1,—À1, (0) 
1, —À, C) 
AL, 7,08) 
O Е 
A —J BD 


JEP LOCOS kX (十 1) 的 形 如 下 式 的 奇异 矩阵 束 ; 
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0 
L,Q)= 


0 0 0 - 0 à 一 1 
m= Уу Ут Dnm ma 


n ° Й 
a= + pt Da pata. 
MD ,矩阵 方程 (2) 等 价 于 
AC A)X BCX (AB D)=—E (25) 
其 中 
Q.X,P,= X ,E,= P,EQ;. 
《25) 可 简化 为 无 关 的 方程 组 
QC, — A;OG3408);7 CC, OX; САВ — DJ, — СЕ. (26) 
НЕВЕ САС = Ао), 及 [MABu 一 Du] 是 正则 的 时 候 ,(26) 在 这 些 矩 
陈 来 的 谱 之 交 为 空 集 的 条 件 下 有 唯一 解 . 4 AC, — Ao); 和 [CAB 一 
Dj), 中 有 一 个 或 二 者 都 是 奇异 的 时 候 , 我 们 可 将 此 问题 化 为 正则 
的 情形 ,如 当 这 两 个 标准 块 皆 奇异 时 ， 
C, — AJ, — L, OQ) GB, — D; L Q). 

3€ 1, СОЯУ PRI L, COT JUS TI 2, UHR САС, A,A 
ТАВ, DJ, BERE IE JULI, MAEA r, 个 特征 值 ,后 者 在 O 点 
有 4 个 特征 值 . Ц F ЖОКЕ 8 — 1: US — 1159 О 并 
fw CX. 用 这 种 方式 将 方程 (26) 换 为 
СС, A CR IB — CN CR GB. Dj,=—CE)y, (27) 
则 矩阵 束 的 谱 不 相交 . 此 方程 有 唯 解 ,将 此 解 加 上 一 零 行 一 
UR CX 24 DU CX Juk C260 0 fü. 把 所 有 这 些 解 合 起 来 ,可 构 
一 的 矩阵 Xo 满足 (25). 于 是 ,我 们 有 下 面 的 

定理 2 ”考虑 矩阵 方程 
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# 
造 不 


AXB—CXD-E (28) 
EP A,C€ F7",B,D€ F'**,EC F""*. Д AC— A fl AB— D 3 
Jti up SURE нй, B. oC, ANB, D) = £ WI 8) f. 


$16 FE faAXB=C ` 
本 节 研 究 矩 阵 方程 


fa aci 


АХВ O 
首先 给 出 体 上 矩阵 方程 
È AXB=E (2) 


有 解 的 充 要 条 件 及 通 解 表达 式 ,然后 研究 短 阵 方程 (1) 在 代数 闭 域 
[有 唯一 解 的 充 要 条 件 及 唯一 解 的 表达 式 , 并 讨论 了 解 的 某 些 性 
Mi 
1 PENERE) 
WR JEEEXE— HR A B pb e CA) = Gn! sz! N 二 a 表示 
Ai 4 的 拉 直 ( 见 第 一 章 $ OD JE z 是 4 的 第 ; 行 , 易 知 
o (a)—A. 
AE IE; REO) ,其 中 Ae 07", BER”, EEO”. 矩阵 方 
得 (2) 可 改写 为 
Va(X)=0(E), (3) 
其 中 
у= А@з/. 
MARI CERES B (234 OAR. 2 
仿照 本 章 $ 1 定理 2 的 证 明 可 证 得 下 面 的 
定理 1 考虑 (3), 令 rankV=r, 且 


则 有 - 
G) U 总 可 经 过 一 些 初 等 列 变换 (最 后 一 列 仅 用 Т„(®),г< 
7) 化 为 如 下 形式 
c-r [2] 2 
Мы, N.a Fax 
JEP SER , Lmxi=0 8 rank(S,LJ2r+1; 
Gi) (3) 有 解 的 充 要 条 件 是 Lmz =O; 
Gi) (4) 中 的 N 是 (3) 的 导出 组 的 基础 解 阵 ,(3) 有 解 时 ， 
(4) 中 的 Fx 为 (3) 的 一 个 特 解 , 且 其 通 解 表达 式 为 
0(X) 一 Fwxi 十 Nuxcm-oTu-oxi 6» 
Ит Te o7? ERA. 
定理 2 若 矩 阵 方程 (2) 有 解 , 则 其 通 解 为 
Х=о\(Ё)+!(МТ) (6) 
JU FNT 如 定理 1 所 述 . 
由 上 述 两 个 定理 可 得 解 矩阵 方程 (2) 的 具体 步 又 : 
G + 


(4) 


e P) 


对 U 作 一 些 初等 列 变换 (最 后 一 列 仅 施行 Tk) ,i<r) 化 为 (4) 的 
形式 . 

Gi) 车 (4) 中 的 L=0, 则 (2) 有 解 ,否则 无 解 ; 有 解 时 , 写 出 
(4) 中 的 NN 与 

Gi) 根据 (5) 与 (6) 写 出 (2) 的 通 解 . 
2 EHE) 

ЖЕЙ F Jë КЕИ, FEEN, Hp Aer, 
B€ Fe CE Е 
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设 FCz,yJ 是 上 上 的 关于 变量 为 z,y 的 互 上 的 多 项 式 环 . $ 
a(z)=det(zI—A),b(y)=det(yI— B). 
开设 
W=(a(z),b(y)) 
是 KCz,y) 的 由 A 和 B 的 特征 多 项 式 所 生成 的 理想 . Ф fy) € 
х,у), R 


FED =D D fary, e 
XER E cC 
要 
GHY) к X= 5 AXB, ~ (8) 
MJ FERR ЕС зуд БО У, НАНЕЛЕ С) RT RICE] 
f+) Х=С. 


ti ГА È ЕС, у)/ЛУ У, ИГРЕ ВЯ Qf E fe np 
юй 
х= GV) «С= 22 2g ACH", 
Joh, 
g(z,y)= > Mery 
gf=1 (mod). o 
РЕ € F,f,g€ FU y X YEr”, H 
G) cx Х=сХ, 
Gi) f* (X+Y)=fx*X+f Y, 
Gü) (+e Xof* Xgsu X. 
Gv) Je *X=f*(g* X). 
由 Cayley— Hamilton 定理 知 ,a(z) * X= 0% b(y)w X=0. 
BAAR de V.# ax X=0. FÈ, 
(FD X f X. 
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我 们 可 证 明 下 面 的 引 理 . 
311°% 4 p=dega(z),g 二 degb(y). 对 每 个 hE€ 
PCz,y], 必 有 唯一 的 多 项 式 


msn 


i roy) 22 Улту 
使 h—r(modWV). 


证 明 留 给 读者 . 
设 
0 一 oo 
"I E 
1 —44 


Ж а(х) a, Каші +a, z" zt SPERA BE. 
则 


(zz!) munus) Fi Отоа), ао) 
引 理 2 设 fEFCz,y], 形 如 (7), 且 令 F。 和 Fi 分别 是 a 和 
的 伴侣 矩阵 , 则 多 项 式 


азу) 22 вау Quat DG yaf 
满足 
fg=1 (mod¥) ар 
当 且 仅 当 I 
M 
D ави Y 0,0, 0,00 
证 明 由 (10) 及 
yarn = (ЕУ yy 
有 (11) 等 价 于 
Arana D АСС Qaem ol 
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— nsa) 0,0, 7,0) 0,0, 7,0) ym. 


令 VOGy)-—(G,. € Е |7 а, )—0) ,我 们 有 

定理 3 ”以 下 等 价 : 

D ж уеп) C€ Fon fn. 

(2) 对 4 的 所 有 特征 值 4 及 台 的 所 有 特征 值 有 
Г(А,и)%0. 

(3) V(/G(z,y)) ПУ Саса) ПУ ФСу))= @. 

(4) 7 十 更 是 FCz,y]/ 更 的 一 个 单位 . 

(5) X 


== 
2i are ао, 0 000 
LIES ` 
证 明 在 引 理 2 中 ,我 们 已 证 (4) 包 (5). 
下 证 (1) 久 (2);: 设 f(4,w)=0 及 w' A—2u'! ,и70, Во=ио,о 
0, 则 XX=w'w 是 
УУ fAXB=0 
的 能. 因 ww 天 0, 故 解 不 唯一 . 
(2) 一 (3) 是 显然 的 . 
(3) 一 (4): 陪 集 f 十 更 是 一 个 单位 ,如 果 有 一 个 更 十 gCz,y) 
使 得 
CY -g(z у)3СУ+ f(z,y))=W+1. 
或 等 价 于 :如 果 存 在 (х,у) s Gn 32 tly) iE 
fe(z,y)g(z,y)+aCz)s(z,y)+bC(y)e(z,y)=1. 
I E C3) З, ЕН Hilbert”s Nullstellensatz!%?) ,存在 g,s,t€ 
Fr yE ES. 
WSO ОР) 7 — ge LV HHE WT 
和 一 (8 十 更 ) * C a2) 
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是 01) 的 唯一 解 . 0 
XF LEF”, REF”, 4 


SA L)=(L, AL, AL) 


R 


RB 
O,(B,R)=| ` 


RBO 
1r p R s=q 时 ,我 们 省 去 以 上 两 式 的 下 标 . 故 5 СА, LJ Hi BE 
对 C4,7) 的 可 控 和 矩阵 ,OC(B8,R) 是 矩阵 对 (8,R) 的 可 测 和 矩阵. 如 果 
SCA LY АТСА) пр. 
上 述 记 号 可 使 解 (12) 表 示 成 简洁 的 形式 . 
定理 4 设 矩 阵 方程 (1) 对 所 有 的 C 有 唯一 解 , 令 


gom 2o any 
是 一 个 满足 下 式 的 多 项 式 : 


fg=1(mod¥), 
则 (1) 的 解 可 表 成 


(13) 
今 G=(gw) 是 一 个 生成 g(z,y) 的 mXn 阵 ,如 果 C=LR, 则 
X=5,.(A,L) (GO1)O.B, R). (19) 
证 明 在 (13) 中 ,我 们 有 
1 
B 
一 044" DGQC)| , к 
pea 
—$.05DG68)0)0,G,D. (20) 
# C=LR, i] GOC— ©) СӘГ (IGR). 
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XEM s 
S.(AL) - 5, (A DUOL) 
LE 
O.C(B,R)=(I@R)O.(B,D. 
kii (2080409. D 
出 Cayley— Hamilton EMA, 
rankS, CA , Г) &rankSCA ,L) 


rankO, (B К) &rankOCB, К). 
由 (19) 式 可 得 下 面 的 
定理 5 ” 设 C=ZR 且 矩阵 方程 (1) 有 唯一 解 X, 则 有 

rankxsCmin (rankS CA ,L) ,rankOCB, R) ). 
下 面 ,我 们 给 出 定理 5 的 另 一 证 法 . 
证 明 对 于 给 定 的 矩阵 对 (4,L) 和 (8,R), 存 在 可 逆 阵 QQ 和 
тй 
hi 


a^4a-(5 a)" а)" 


ЕШ 

В, M 
Ba Bj C 
а 
КТ-'= (8,0) 


твт'=( 


pic rankSCA, L) „д =гапкО(В, К). QD. 


vent o) 
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令 


是 相 容 分 块 的 . X: 是 齐 次 方程 

D DaixsB=0 
的 解 , 故 Х,=О. 
JKili Xi 0, X X, =O. 所 以 ， 


Q xr^-(* o 


9) ee 


再 由 (21) 即 得 证 明 . D 


208 


第 三 章 ”线性 矩阵 方程 组 


本 章 讨 论 几 类 环 与 体 上 的 线性 矩阵 方程 组 ,给 出 其 有 各 种 解 
的 充 要 条 件 及 其 通 解 表达 式 . 


$1 体 上 的 矩阵 方程 组 [4X,BX] 
=[A,O]5[XA,XBJ=[A,O] 


本 节 在 体 上 研究 矩阵 方程 组 
as 
BX=O 


a) 


与 矩阵 方程 组 

ХА=А 

XB=0` 
给 出 (1) 和 (2) 在 任意 体 0 上 有 一 般 解 ,在 具有 对 合 反 自 同 构 的 体 
K EH B 3650 ЕШ ЖЖ Q 上 有 亚 ( 半 ) 正 定 解 的 充 贾 条 件 及 
其 解 集结 构 . 


1 矩阵 方程 组 (1) 在 Q 上 的 一 般 解 


考虑 矩阵 方程 组 (1), 其 中 .4E onn, Be oj RO 
eot, XEM ERMER. 

A3 AEREE SOE, WERT OO PAPE ARCU S REUS E 
质 及 其 通 解 表 达 式 ,然后 利用 矩阵 的 初等 变换 给 出 了 (1) 求 解 的 实 
用 方法 . 从 而 使 通常 的 投影 矩阵 在 任意 体 上 得 到 了 进一步 椎 广 . 

引 理 1 设 4ED" ,BEG”", 则 


(2) 
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BG —АФ%АВ1—А%А)]" ВАРА ВАА 
—B—A'" AXLBG—A74)]' B— B. 

证 明 В(1—А%А)[В(1—АФ A) BA A- BA A 
—BG—AVU AYLBGO—A74)]" BG—I-- AU A) – BAV A 
—B—A" AXBG—AUA)]'"B 
—B—A" AJEBG —A' 4)? BG — A? A) - BA A 
—H—AV AY BG—A"74)]?8—B. D 

992 设 AE 0"**,X。 是 矩阵 方程 

р AX=A 
的 在 二 解 , 则 对 任意 的 YE СА), YX.= Y. 
证 明 对 任意 的 YEA(4), 存 在 X e Di: 使 了 =X,4. 故 
ҮХ,=Х,АХ,=Х,А=Ү. 0 

定理 1 对 和 矩阵 方程 组 (1), 以 下 等 价 : 

G) DHR. 

Gi) BQ—A'UA)Y——BA'"A (3) 
XT YMA. 

Gii) rankB(—A'" A) —rank( — BA? A, B(I — A A). 

Gv) BG—A'V AXEBSU- A74) ]? B B. 

(у) 'AQ—B? B)Y-A. (4) 
XF Y HR. 

(vi) rankAQ — В B) &rankCA, ACL— B? B)). 

(vii) AQ—B? B)LAG— B B)]^ A— A. 

WEB] 由 第 二 章 $ 1 定理 1 SL, Ge Gii) A G0 e (vi). 由 第 
CLE S 3 EBE 6 NI, GOe Qi). FiEG)e GD E X JOD f —- + 
解 , 则 

BO—A" A)X  BX— BA” AX — — BAV A. 
Jt ХС). 反之 , 设 Y 是 (3) 的 一 个 解 且 
Х=А%А+(1—АФ%А)Ү, 
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则 АХ=АА%А+АЧП—А%А)=А, 
ВХ=ВАФ%А+В(1— A? A)Y =О. 
Ха И. ATOS Gi). 
TEGS Gv): H 38 $ 3 定理 6 АП, ЕЛУ би (3) MI +E 4 
且 仅 当 
BG — A" A)EBG — A? A) C- BA? A) = — BA A. 
由 引 理 1 知 ,上 式 等 价 于 
ВІ А"? А)СВ(1— A02A)3 Y B=B. 
АЗИЕВ G)e G0 ХС Т, 
AG— B? B)X — AX - AB? BX — A. 
ER X 也 是 《4) 的 一 个 解 . 反之 , 设 Y 是 (4) 的 一 个 解 , 则 
AG— B? B)Y - A,BG — B? B)Y -0. 
lO — B? B)Y JE CO f — AR Afi OS). 0 
定理 2 ”对 于 矩阵 方程 组 (1), 以 下 条 件 等 价 ; 
G) (OH. 
Gi) aC aD (0). 


A 
Gü dimp( A) ати ти). 


A 
Gv) rank A-+ rank =rank[ 7). 


WEBB 《iii) 扎 (iv) 是 显然 的 . 由 维 数 公式 易 证 得 Gi) 名 Gii). 
下 证 (De GD : 设 X。 是 (1) 的 一 个 解 , 则 对 任意 的 
YEp(A)N p(B), 
dite Xe Q7 R X,e e Y=X A= Х.В. Т5 
Y—X,A—X,AX,— X,BX,—O. 
故 
nOD adn - (0). 
反之 , 设 CA) и В) T0) MAHER € QU di RI 1 
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知 ， 
af(B(—AVA)CBU—AVA)J® BAV A—BA™ A} 
=a{B(I—A®A)BU— A74))9 B— B) € KAN HCB). 
故 
a(BG— A" A)CBG — A? A) B- B) =0 

因 a 是 任意 的 , 故 

В‹(1—А%А)СВ(1— А“! А))%!В= В. 
由 定理 1 知 ,(1) 相 容 . 口 


жі dem 2, 从 阵 方 程 组 0) 定义 了 一 个 上 沿 som 


到 p(4) 的 投影 阵 . 特别 地 , 当 4“) —CUMC 是 复数 域 ) 时 ,这 个 


投影 阵 就 是 通常 的 投影 阵 - 
定理 3 设 和 矩 阵 方程 组 (1) 有 解 , 则 其 通 解 有 下 述 两 种 形式 的 
表达 式 ， 
X — A A4 Q—AU A)Y — (— A? AJCBG — A? A) BAT A 
—Q— A" AYIO— A? A BG ААУ, 6) 
X = (1 BU B)CAG — ВӘ B? A-- (— ВӘ BY — G — ВӘ B)CA 
(—B' B) AQ—B' BY, (6) 
其 中 YE 是 任意 的 . 


证 明 由 定理 1 知 ,(1) 相 容 的 充 要 条 件 是 
BG—A" AYXBG— A7 A)) B— В. 

由 此 ,将 (5) 代 入 (1) 即 知 (5) 是 (1) 的 一 个 解 . 

反之 , 设 X 是 (1) 的 任 一 解 , 则 
X,— AU Ac Q— A? A) X,— С АФ A)CBG — A A BA A 
— Q—A?" AYCBG — A? ADY BG — A? A) Xo. 
ж X, 可 表 成 (5) 的 形式 . 

同 理 可 证 (6) 也 是 (1) 的 一 般 解 . D 
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定理 4 设 X, 是 矩阵 方程 组 (1) 的 一 个 特 解 , 则 (17 有 如 下 两 


种 形式 的 通 解 表达 式 : 
X=X,+(I—A%@ AY v 
—G—A'" AYCBG — A? A) BI— AC AY; 0» 
Х=Х„+(1—В°%В)Ү 
—Q—B' B)CAG— B? B2 AQ— B BY, (8) 
其 中 YE 0"*" 是 任意 的 . 
证 明 将 (7) 代 入 (1) 即 知 (7) 为 (1) 的 解 . 另 一 方面 , 设 X 是 
(1) 的 任 一 解 , 则 
AX=AX,=A,BX=BX,=0. 
于 是 ， 
AQC- X) 20, BOC- X) -0. 
故 


X=Xo 十 (7 一 404)(X 一 Xo) 
= П АЎА)СВА- A AJ BG — AP A) OC- Ху). 
即 X 可 表 成 (7) 的 形式 . 
同 理 可 证 (8) 亦 是 (1) 的 通 解 . D 
下 面 我 们 给 出 (1) 有 唯一 解 的 充 要 条 件 . 
定理 5 对 于 矩阵 方程 组 (1), 以 下 条 件 等 价 : 
G) ”矩阵 方程 组 (1) 有 唯一 解 . 
Gi) САВ) =". 
Gi) rankA- rank o rank (^) =n 
B 
(1) 有 唯一 解 X 时 ， 
X = AU A— (— A" A)CBG — A A)) BA A 
= (1 B? B)CAG— B? B)? A, 
且 这 个 唯一 解 X 是 沿 着 w(CB) 到 wz(4) 的 一 个 投影 阵 . 
证 明 由 定理 2 及 维 数 公式 可 得 (ii) 扎 (证 为 下 证 (全 (ii)， 
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设 KADEA Ml 
` СА) nao» = (0). 
从 而 由 定理 2 知 ,矩阵 方程 组 (1) 有 解 XX 是 (1) 的 解 , 则 
SHERE YEDA”, DEEE Yi EMR Y € Qni 
Y=Y.A+Y,B. 
于 是 ， 
YOG - X07 (Y,A+Y:B)(Xı— Xa) 
=Y,AX+Y BX —Y.AXi-YiBXs 
=0. 
因 Y 是 任意 的 , 故 X = Xa WOO DUREE RR - 
反之 , 设 (1) 有 唯一 解 , 则 由 定理 2 知 ， 
pA NAB)={0). 
由 (7) 知 ,对 任意 的 YE ,有 
(I—A AY — (—AU AY — A? A BG — A AY =O, 
否则 , 解 不 唯一 . 于 是 ,由 Y 的 任意 性 知 ， 
1 2A" A4 (O—AU AUI — AU A)2 BG — ATA) 
! SAU A— (—AV AJCBG- A7 4)) BATA 
U—A" AYCBO— A? AD B. 


故 对 任意 的 aE 0 fi 
a =al 
= (АРА (— A" AJCBG — A? A))BATPA) 
а A AJIBG— A? AP В. (9) 
所 以 ， 


A(C4) 十 ACB) 一 0 


0 一 Ap(C4) 四 wp(CB). 
当 (1) 有 唯一 解 时 ,在 (1) 的 通 解 表达 式 (5) 和 (6) 中 , 令 了 一 
O, 得 (1) 的 唯一 解 : 
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X =АФ?А—(1—АФ%А)СВ(1— A? 4)) BA A 
——B'" B)CAG— BVB)” A. ao) 
由 (9) 式 ,对 任意 的 a€ Qn, 
a(A? A— (I— A? А)СВ(1— A A))? BA A) 
Ji a HE w(B) 到 Am(4) 的 投影 . 故 (10) 是 沿 着 w(B) 到 p(A4) 的 投 
影 阵 , 因 而 是 寡 等 矩阵 . D 
定理 6 设 X 是 矩阵 方程 组 (1) 的 任 一 解 , 且 


rankX —rankA, 
ИХ ёш. 
证 明 因 X 是 矩阵 方程 组 (1) 的 解 , 故 有 
AX=A. 
由 引 理 2 Р 
САС СХ). 
而 + 
rankX —rankA, 
故 HA(C4)=ACX)， 
从 而 存在 YE "使 得 
- X=YA. 
故 


X'-QAXYA =ҮАХ=ҮА=Х. 0 
仿 第 二 章 $ 1 的 处 理 方法 ,我 们 可 证 得 下 面 的 
定理 7 考虑 矩阵 方程 组 (1). Ф 
4 一 4 
в о 
1 0 


c= 


则 
G) 对 C 施行 一 系列 初等 变换 (初等 行 变换 仅 对 前 m+ s 11 
施行 ;T5(Ce)G< 访 仅 对 后 = 列 施行 ) 总 可 化 为 如 下 形式 
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~ [Dat O. Ecos 
e-( M. Nan ve) 
其 中 . 
DENM”, E=0 
或 rank[ D, E]2er-1. 
Gi) 矩阵 方程 组 (1) 相 容 当 且 仅 当 E=0. 
Gi) G 中 的 入 是 (1) 的 导出 方程 组 
CAX,BXJ=0 
的 基础 解 阵 . 若 (1) 有 解 , 则 G 中 的 U 是 (1) 的 一 个 特 解 , 且 (1) 的 
Ji REA : 
X—U-F Naso Ho 


(я) ,HE qe gag gui. 


2 EBE J ER COBDELIESERESS TE IETERE 


Bude K АЕО АЗИ XE Q 上 有 亚 半 正 
定 解 的 充 要 条 件 及 其 解 集结 构 . 其 证 明 方法 仿 第 二 章 S 1, 故 以 下 
结果 的 证 明 均 留 给 读者 . 

令 矩 阵 方程 组 (1D) 中 的 AC K^ BE КЖ enk(2) =r. 于 
Е РЄСІ (KOM ФЄСІ (КУЖ 


(ael 中 


+ 
A) n-e (An “кү 
"(^e Pn As! m+s—r' 
r nor 
及 


N=(Ax,Ax)- 
X388 EETEAOA Н ЭЕ ЖЖЖИ N=O H. 
АВ' =O. 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 
NM MI 
Аһ Ха 
定理 9 ЖЕЛСЕ АЗЕ АИЫ N= O 
且 АВ' =O. 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 
[al An M 
—Ah Xa 
以 下 令 K=Q. 
定理 10 矩阵 方程 组 (1) 有 亚 半 正 定 解 当 且 仅 当 N=O 及 
B' A=O. 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 


х„єзс, (кэ). 


Xess. | 


An Au 
人 P 
Ipesp; ,,UeQxe-). 
注 2 RATA EER EA OX A EI, PEE RE 
解 的 充 要 条 件 及 其 解 集结 构 . 


3 ”矩阵 方程 组 (2) 的 相应 结果 


类 似 于 矩阵 方程 组 (1) 的 各 种 结果 的 证 明 ,我 们 可 有 关于 (2) 
的 相应 结果 . 
4 Aem", Be a" X BAIE X EMIRA - 
定理 11 对 矩阵 方程 组 (2), 以 下 几 条 等 价 ， 
G) DAR. 
GD 矩阵 方程 
Y(I—AA%)B=—AA%B 
关于 了 有 解 . 
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G—AA"?)B 
—AA"?B ) 
Gv) ВСС AA?) B)" (CI — AA) B— B. 
(o ENE 


ан) тапка A49) B=rank( 


YG—BB")A—A 
XTYW. 
1—BB)A 
GD талк BB?) A=rank( $ » 2 ). 


Суй) АСО ВВӘ) А29 G— BB )A—A. 

定理 12 对 于 矩阵 方程 组 (2), 以 下 条 件 等 价 : 

G) DRR. 

Gi) R(A)DR(B)= (0). 

Gii) dimR(A)+dimR(B)=dimR(A,B). 

Gv) rankA+rankB=rank(A,B). 

E1 ERNEA ODHA REG WIA КЖЕ! ЖБ 


X=AA® +Y U ААО) — AA? BCO — AA B) ) U — 
AA") —YG—AA')BCU — AA?) )' ИЫ АЛА) 


Х= АСТ BB) A) Q— ВВР) YO — BB) 
—YG —BB')ACI— BB?) AY? Q—BB'?), 
其 中 YE Q"”" 为 任意 的 . 
定理 14 “ 设 X, 为 矩阵 方程 组 (2) 的 一 个 特 解 , 则 (2) 有 如 下 


丙种 形式 的 通 解 表达 式 : 
X-X,*YG—AA")—-YG—AA")BCU — AMD 


—AA9"); 
ХХ, ВВ) ҮЙ BB" )ACI - BB?) A3 q— 
вво), 
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其 中 YE 是 任意 的 . 
定理 15 ”对 于 矩阵 方程 组 (2), 以 下 条 件 等 价 : 
G) (2) 有 了 唯一 解 . 
Gi) RARD =M. 
Gii) rankA+rankB=rank(A,B)=n. 
定理 16 设 义 是 矩阵 方程 组 (2) 的 任 一 解 , 且 
rankX 一 rank4， 


Ju X ЕВЕ. 
定理 17 考虑 矩阵 方程 (2), 令 гапк(А, В) =, 
с=( A B t 
-A O 0 
则 


G) C 可 经 过 一 系列 初等 变换 (初等 列 变换 仅 对 前 sec 行 施 
行 ), 总 可 化 为 如 下 形式 


D M. 
G= О | Ne.» 
Eroro Um 


D 
ДР DER EO R rank( p) >+ 


Gi) ,2 有 解 的 充 要 条 件 为 E=0; 
Gi) G 中 的 N 为 (2) 的 导出 方程 组 
ХА=О 
XB-O 
的 一 个 基础 解 阵 ; 若 (2) 有 解 , 则 С 中 的 避 为 (2) 的 一 个 特 解 ,月 其 
通 解 为 
X=U+DN 
其 中 DiE 0%*"" 为 任意 的 . 
以 下 令 A=K. 


对 于 (2) 中 的 AEK”, B€ К" rank(A, B)=r,#í 
PE€GL(K),Q€GL,.GOf& 


РСА, ie- (5 E 


n s+t—r 


"m _[^u Asyr 
令 Р ca,0jQ=( a 2 


As 
м (7). 
定理 18 ЖЕЛЕ CODE H Я HORS N-O H B'A 
=0. 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 
LI x)» xs esc. кэ). 
Аһ Хш 
定理 19 ЖЕЛ CTI HRR N—O H 
в' A 二 0. 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 
| Bin ae |xsess... uo] - 
定理 20 AZ ОНЕ МНА М N=0H. . 
B'A=0. 有 此 种 解 时 ,其 解 集 为 
(^ -Ai + СА АО" 
An DEUASU* 
注 2 POETS рш ШЕЛ 斜 亚 半 正 定 
解 的 充 要 条 件 及 解 集结 


) Е | Dés P: equ]. 
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$2 455. ru548 HERZ Em 
CA,X Bi, AX By) = СС, ,С›) 


Woude 在 文 [110] 中 提出 了 如 下 问题 :给 定 一 个 复合 线性 系 
统 , 它 有 两 个 外 部 输入 ,两 个 外 部 输出 ,一 个 控制 输入 及 一 个 测量 
输出 , 求 一 动态 输出 反馈 补偿 器 , 它 形成 的 测量 输出 抵消 外 部 输入 
对 外 部 输出 的 影响 . 此 问题 的 数学 模型 就 是 解 如 下 的 矩阵 方程 组 
А,ХВ,=С, 
A,XB,=C; 
1987 年 ,Chu,K. Em 利用 矩阵 的 广义 奇异 值 分 解 ,在 实数 域 上 研 
RTD. 本 节 将 在 任意 体 Q 上 给 出 (1) 有 解 的 充 要 条 件 及 鞭 
解法 ,在 实 四 元 数 体 Q 上 给 出 (1) 的 通 解 的 一 种 表达 3 单 
Artinian ЖА 上 给 出 (1) 有 解 的 两 个 充 要 条 件 及 在 主 理想 环 二 给 
出 (1) 相 容 的 一 个 充 要 条 件 . 


1 Q 上 的 矩阵 方程 组 (1) 


本 段 考 虑 实 四 元 数 体 Q 上 的 矩阵 方程 组 (1), 其 中 4EQ"”， 
B,EQ*',CiE Q"*' ,i 二 1,2. 给 出 (1) 有 解 的 一 个 充 要 条 件 及 其 通 
解 表达 式 ,这 一 结果 在 计算 矩阵 的 约束 逆 时 是 非常 有 用 的 

为 给 出 主要 结果 ,我们 需要 下 面 的 几 个 引 理 

引 理 1 о 上 的 矩阵 方程 组 

人 
XD—E 


a) 


(2) 


有 解 的 充 要 条 件 是 


D 
rank CA B) —rank A rank ( " —rankD, 
H AE=BD. 
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有 解 时 ,其 通 解 为 


X=Xo 二 (一 424)7CG 一 DDo7) (3) 
其 中 ,了 是 Q 上 的 相应 阶 数 的 任意 矩阵 ， 

X,— A" B--ED'? — AP AED (4) 
为 (2) 的 一 个 特 解 . 


证 明 若 (2) 有 解 X, 则 (2) 中 的 每 个 方程 有 解 . 于 是 由 第 二 
草 $3 引 理 5, 知 


rank(A,B)=rankA, му! 
MO 一 rankD. e 
E 
易 验 知 ， 
BD=AXD=A(XD)=AE. (6) 
反之 , 若 (5) 及 (6) 式 成 立 , 则 (2) 中 的 每 个 方程 相 容 . 由 第 二 
x Samen o. 
AA" B—B,ED'" DE i 


将 (4) 代 入 (2) 并 注意 到 (6) 可 得 
=ACA%'B+ ED — A AED”) 
= В+АЕр®- AED” 
=B; 
oD = (AQ B+ ED?) — AV AED) D 
—AUBDAE—AV" AED” D 
—A'" BD-E— A" BDD' D 
=E. 
故 X。 是 (2) 的 解 . 
下 证 (3) 是 (2) 的 通 解 . 
一 方面 , 易 验 知 (3) 是 (2) 的 解 . 另 一 Jii ub X 是 (2) 的 任 一 
解 , 则 
X=Xot+ (I—AVAX—X) I—DDY): D 
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引 理 2 МАЛИН EI REAL АХВ=С 与 其 正规 方程 
A'AXBB' -A'CB* . (8) 
等 价 . 7 
证 明 显然 ,AXB=C 之 解 是 (8) 的 解 . 由 第 二 章 $4 引 型 4 
知 , 8) 一定 有 解 . їй X。 是 其 任 一 解 , 则 由 第 二 章 §3 定理 6,X。 
可 表 成 
X= AV CBU--U— A" AUBBO 
的 形式 . 于 是 由 第 二 章 $4 引 理 2 易 验 知 AXLB — С, BI C8) JE 
AXB-C 的 解 . 口 
定理 1 设 A4,8,€E5P.,i=1,2, 则 矩阵 方程 组 (1) 相 容 的 充 
要 条 件 为 


rank A, тал CA C) rani = тал&{ 4 ient | (9) 
且 
АСА +АФС,(В,+ВӘФВ,=А,СА, + А C, (B + B B. 
ao 
有 解 时 ,其 一 般 解 为 
х= (А+АӘФ(С+Ү+2+С(В,+В)%+ 
САНАСА АОВ Во св +в» AD 
其 中 UEQ*" 为 任意 的 ,Y 5 Z 分 别 是 下 列 方程 组 的 任 一 解 : 
[A ai 
YB, r B.) Bj C, B+B)” B 
" Е . 
a» 


ACA БА) = ACA 4 AC, 
Idae Def. 1 
证 明 EDK MHB E 8 3 定理 4,(9) 成 立 . 由 第 一 
章 $ 3 定理 6 易 验 证 (10) 式 成 立 . 
下 证 充分 性 . 令 (9) 及 (10) 式 成 立 , 则 由 第 二 章 $ 3 定理 4 
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知 ,(1) 中 的 每 个 方程 皆 相 容 . 由 引 理 1 知 , 《12) 及 (13) 有 人 解 . 设 
Y 与 Z 分 别 是 (12) 和 (13) 的 任 一 解 , 且 令 


Х„=(А,+4А,)Ф(С,+Ү+7+С,)(‹В,+В,)%. a4) 
内 为 
R(C)CR(A + As), 
КСС CR(B+B,), 
oti VASE SOR BE W 和 了 ,使 
(A+A)W=C,, 
TG B) —C, 
于 是 ,可 验 知 ， 


А,Х,В, =A CAE AC CB - B)? B, 
+А КА ФА) ССВ, + B) B, 
ЪАЛА ФАС СВ +BB, 
ФА СА НА) С СВ, +B)” B, 
= (А +А,) СА, А) С, (B, +B)” (B, +В) C. 
癌 理 可 验证 
A,X,B,=C,. 
是 (1) 的 解 . 
下 证 (1) 有 解 时 ,其 一 般 解 为 (11). 可 直接 验 知 (11) 为 (1) 的 
解 . X, 是 (1) 任 一 解 , 且 
Y-AX B, Z-AXB, 
则 由 第 一 章 $ 3 定理 6 可 验 知 Y 与 Z 23802) 5 03009. Н. 
CA, AD XB +В) =C, T Y -Z Cs. 
故 册 第 二 章 8$ 3 定理 6 A, X, 可 表 成 (11) 的 形式 . 品 
定理 2 Q 上 的 矩阵 方程 组 (1) 有 人 解 的 充 要 条 件 是 
АТАСА А, РА A.) ФА, "С.В," (B.B: #ЕВ,В,' ) BB," 
=A; АСА," Ai +A; A)” A," Cib," (B.B: + BB; BB, 


КЖ 


a5) 
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且 有 
ы B; 
rankÁ,— rank CA, C.) rank rank 7. ) , a6) 
i—1,2. 有 解 时 ,其 一 般 解 为 š 
Х= (АГА А А,) CA, С.В," +Ү+27+А;С,В,' )(B,Br + 
B,B;' )' +0— CA? Aic Ad ADI CA? A,+ A; AU (BB: + 
ВВ; (B.B; + B.B; )® | 
其 中 UEQ"" 为 任意 的 ,Y 8 Z 是 下 列 方程 组 
M" А САГА TA? ADUY S А; АСАГА +A; A)” A; С.В 
Y(B,B; + B,B; ) B,B; = A; C,Bt (BB? + В.В: ) BB? 
及 
bs AtA; A) ®Z =A; A,(A; А,+ А; ADU А; C.B; 
Z(B,B; + B,B; ) B,B; = A; С.В; OB Bt + B,B; )'" BB? 
的 任 一 解 . 
证 明 由 引 理 2 知 , 相 容 的 四 元 数 甜 阵 方程 
А,ХВ,=С, 
等 价 于 其 正规 方程 Ë 
A; AXB,B/! =A; CB (17) 
ti 一 1,2. 和 矩阵 方程 组 (1) 的 每 个 方程 相 容 当 且 仅 当 (16) 式 成 立 ， (ñ 
пеат род АЗЕ ОН АЕ 1 立 得 此 定 
理 的 证 明 . D 


2 Q 上 的 矩阵 方程 组 (1) 


本 段 在 任意 体 2 上 考虑 矩阵 方程 组 (1), 其 中 心 EDr B6 
ОРА Є 00", В.Є Q: C ERR CG € Qn. 
注意 到 上 述 的 A 与 А, 有 相同 的 列 数 ,B 与 B, 有 相同 的 行 
数 , 故 可 设 和 矩阵 对 [4,,42] 的 DSC 与 矩阵 对 CB, B1 DSR 分 解 
分 别 为 
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L Ow 
vav=( ) 
о O!m—-r 
о о о on 
VWAU=|1, O O On , (18) 
о о о Olp-r 
I, Os 
PB Q= 
2 (6 ilis 
O I, Ols 
+рве=|° © 5 аз› 
Pa O: О» ! 


^ 
о о O)-s-s 
JER УЄСІ„(0),ОЄСІ,(0),У,ЄС1,,(0),РЄСІ,(0),9Є 
CLO) ,ФЄС1,00) „= зт rir 
7 程 组 (1) 等 价 于 下 面 的 矩阵 方程 组 
VAUU^ XP^ PBQ-VCQ 
V,AUU^ XP7PBQ,- УС, 


(20) 


X, Xa Хь Xun 


бейле Xn Хә Yarn, QD 


УС.0=| En En Esln os (23) 
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s k—s 
G, Gar 


< 一 3 
CQ (S ed (23) 
5 s—s 
Cu Cur 
G= š 
loa em d 
则 矩阵 方程 组 (20) 即 为 
Xu E 
( ol (6G, G, 
Же. Ж 
хер 0 Js ë) 
‚ е (25) 
Xs л O) (E. Ez En 
Xo Xu O|=|En En En 
о O Oj (Es E, Es, 


于 是 ,(20) 有 解 即 (25) 有 解 当 且 仅 当 G, 0,1253, 4, E57 Ey 
=0,j=1,2,3, H Ew 二 Cu 由 (25) 还 得 
Xu=Cu Xn =C Xa =a Xn=Cn Xs = En Xu 
Xo En: Xu =En= 
于 是 有 下 面 的 
定理 3 对 于 矩阵 方程 组 (1), 设 [4, AH DSC 分 解 和 CB， 
Bl DSR 分 解 分 别 为 (18) 及 (19) 式 ,VoCiQo,VCiQ Ж G, 分 别 
为 (22)、(23) 和 (24) 式 , 则 (1) 有 人 解 的 充 要 条 件 为 
Cum En Gi GG E55 E,G=1,2,3) ЖЭШ. 


有 解 时 ,其 一 般 解 可 表 为 
Cn Cy En Xu 


Xu Xo Xa X. 
dtp. X, € qi X e qm X € eme X € 
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(97v X € qm Xa € em Xue Quen, 
X4€ 0-77, X, € Qoo E32 09 8 Bb - 


3 单 Artinian 环 上 的 矩阵 方程 组 (1) 


设 R 是 一 个 单 Artinian 环 , 记 
R(OD=(AX|A€ R””",X€ R"), 
ИСА) (ХАЇАЄ R””",X€ n), 
出 Wedderburn 一 Artinian 定理 知 ,R 与 除 环 Q БЕ Qn 
间 构 . 为 了 以 下 方便 ,我 们 把 R 上 的 矩阵 4 的 2 表示 记 为 A”， 
AVH A RFR AP, 

本 段 在 R 上 考虑 矩阵 方程 组 (1), 其 中 ,md 6 RI”, A € 
Rh”, B, € ч, В.Є R^, C, € RA” ‚СЄ Rh", E d OD H| ft 
的 两 个 充 要 条 件 . 

定理 4 及 上 的 矩阵 方程 组 (1) 可 解 当 且 仅 当 (1) 中 的 每 个 方 

тй, EL 


АА{?С,В,“В=АА?С,В,В, (25) 
其 中 Bf? B, AP 和 AO RESET GA, B tj 4 满足 
СА) = Df (A) 


. (26) 
— R(B)=R(B)NRGB,) 
证 明 ”考虑 矩阵 方程 组 (1) 的 Q 表示 
АФХВ?=С|2 
(27) 


ARX HE CAT 
显然 ,(1) 在 R 上 相 容 当 且 仅 当 (27) 在 上 可 解 . 由 (26) 可 得 
САЗ) = СА) Г\ иСА;2› 
кВ?) = ROG!) NRB”). 
于 是 ,有 子 空间 Y 和 W 使 得 
СА) = САРФУ 
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R(B,P)=R(p°)OW. 


此 时 ， 

MCA) DW = (0) 

RB ПУ= (0). 
A m 438286 P^ 和 Q° 使 得 

APP^— А, „В BP. . qe 
可 验 知 ， 
t B CAP P?) Cu CA?) , 
R(PBDCRGP). 


ATH Ef D 819 
EA? — APPA ,B^D— Q^ B^. (29) 
IA 
ИСАР) ССА), ROIP)C RP) G— 1,2), 
Mot O Ж М, 和 М, Е 
А M,AP= А9, BEN; = B^, (i 1,2) (30) 
如 果 (27) 有 人 解 Xu, 则 由 (30) 式 可 验 知 ， 
лада сав, Бе = A AP ЛОХ BOB, Ва 
=А°Х„В° 
АЗАС В, B? = A? AP ДОХ ВВ; B° 
=А°Х„В° 
故 
APA, C, p, 9 ph — A9 4/0 C2 B, ВО. 
反之 ,车 (31) 成 立 且 (27) 中 每 个 方程 可 解 , 则 由 第 
理 6 及 (28) 和 (29) 可 验 知 
AP CB, 4- PACA, CB, 9 — A, CB, )Q? 
是 (27) 的 一 个 解 . D 
定理 5 R 上 的 和 矩阵 方程 组 (1) 相 容 的 充 要 条 件 是 
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B, 
rankA,—rank CA; C) +tank B,=rank А ) G=1,2) GD 


А, О O| А, С, [2] 
rank| A О O|=rnk A, О —C|. зэ) 
O B, в, O B, B, 
证 明 BOAR X MHA LS $ 3 定理 4 立 得 (32) 式 . 又 
А, o c о 
(4) ово (у) neo (5 E 


故 出 第 二 章 $ 6 定理 6 得 (33) 式 成 立 . 
反之 , 设 (32) 及 (33) 均 成 立 . 矩阵 方程 组 (1) 在 R 上 可 解 当 
且 仅 当 (27) 在 如 上 可 解 . 下 面 考虑 (27), 其 中 A^ eov, AP E 
Qr", Be qw BE v C^ € RC e Qnm, 
对 于 A^ 和 BG—1,2), FE Q Eu M, 和 Ni G—1, 
2) 使 得 


ar 2) 


wat ( ^). (34) 


BoN 一 (BO) 
BN,=(B,,0) 
JEP, Â E os, A e 01", В € 7 ,BE Qtr. 令 


hs 
Ân Ағ 

C,— MCN, E ) 

МСМ А. AU, (35) 
hs 
Ân Âz) k:s 

¿= cene (A s 

ror UT MAn АУ, 
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A=LiV,A,= LV;,B=ViRi,B,=V,R,, (36) 
RP L, 5 R, арй, 与 V; 分 别 是 行 满 秩 与 列 满 秩 阵 ,i= 
记 

АЕ, АК. (37) 

由 (32) 得 (27) 中 的 每 个 方程 均 相 容 . 由 (34) 和 (35) 可 得 Ал, Ла 
及 huG=1,2) 均 为 零 矩 阵 . 故 可 由 (32) 一 (37) 及 第 二 章 $ 6 定理 
6 得 ,存在 9 上 的 矩阵 Zi, Z: 及 Xi € 0”, X E 0 Y, € 
Q^, & Y,e Qe iig 


iid (38) 
U,Z,V,=W, 
及 
и, 0 7 
(5 »ox axo (7 jeevo-(s VQ) а 
对 于 U. о) волу ,存在 M€GL,(G) А NEGL (M 
2 
ts hs d 
U, Un Os Vu Vayds 
PLAN б) моа о}, em 
U 
其 中 p.) Su ЗНАЯ E ETE + 
а 
hs hs 
X, X, * 
mixg Жу, ар 
ds ds 
Y БЕМ Y, Faks 
GN -(5 re 
则 由 (39)、(40) 及 (41) 式 得 
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Juv” 


(exo [s Ж] 


Y, 


NL m 
Zu Zul, 


Za Zaje 
Za Zul, 


由 (38) 式 得 


人 (43) 


UnZaVa=W; 
出 ÀA;—0,G1,2,:—2,3,4) & 34) — (37) 3 (40 E IR NI, Ш 
凡人 能 求 出 矩阵 方程 组 


Un XVa =W, 
UaXVa =W, 
的 解 Xos W 
X, O 
M o)" 
则 是 (27) 的 解 . 
令 


|ы) (44) 
(V,,V,)=G(Q,,Q), 


" 
п) 与 CQ оа ITRE, Q 与 G spl 从 
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T. 
而 存在 a iy^) scs sot 


(5 ту, з) 

(S tn m ny NH O 

P, B/AP, TJ M, ТИХ P, \o I 
及 

3$, буо Q, ; QS, & 

(s. als MEM ze MEM ) 
由 式 得 

т Un=P.Q,Un=P:Q 
及 


Va 76Q, Va —6Q;. 


由 (36) 及 (40) 得 ,存在 0 Ef e Ds Du V H Patt 


UD LUUD -I, 
VuVu=1,VaVa=7. 
记 
P=QDu, P, QU. Q. = 
则 可 由 (47) 及 (48) 式 得 
PP, I PPS 
Q,Q,-1,0,4,- 1. 


Vuc,Q= 


X-XS-XS. 
Y-TY -TY, 
XXX. 
Y-PY PY, 
Z-Zu—-Za: 


VaG, 


(46) 


(47) 


(48) 


(49) 
(50) 


(51) 
(52) 


(53) 
(54) 
(55) 
(56) 
(57) 
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LM НЫ Qn ааз amat 
《53) 一 (57) 可 得 下 面 的 等 式 : 
QX--YG- T, PQZ GQ, — T,PQZ46Q58;, (58) 
©Х =Т.Р,92.69@,—Т,Р,92.690,, (59) 
YG- P,P.QZ,6QS, — P,PIQZ46Q,8,, (60) 
O—P,P.QZGQ.Q, =P, P.QZ6Q.Q,. (61) 
设 


Х,=2.+0.690, 05—509) 
TU. O,— PPT ФР? 
+O Un DR- ZCS 4—90), 
+0a PP Pi DO HTPR A-V aa). (62) 
下 证 Xe 是 下 列 方程 的 一 个 公共 解 : 
ОХУ 2Wi, (63) 
UnXVn =. (64) 
Ilt C47) 55 C48) 81, 
Uu X Vu =PQX GQ. 
由 (59)、(45) 及 (61) 知 ， 
Р(9‹2„бО,@,—Х)›=Р.,Т,Р,97СО,б, 


=Т,Ё,Р,970,0, 
=0. 
160), (46) Ж (61), 48 
(O'P,QZ, СӘ, = P.P.QZGQQ.S, 
=P.,P.QZGQ,S,Q, 
=0. 
由 (49) 得 ， 


U,C,U,—1)—0. 
HGO, 
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G—V4V,.)V,-70. 
再 由 (43) 即 得 
UnuXoVn=UnZaVn=W. 
故 (62) 中 的 X。 满 足 (63). 由 (47)、(48) 知 ， 
UaXoya 一 PiQXoCQ: 
由 (47)、(50)、(59) 及 (46) 可 得 
Un (Z46Q,Q, 30 6$;—5,Q QV aV a 
=P,CT,P.QZGQ,Q.)(S,—S,Q,Q,) 
=P,C—T,P.QZGQ.S,—T,P,QZGQ.Q, 
+T,P,QZGQ,S.Q.Q.)Q.. 
由 (49)、(48)、(60) 及 (45) 可 得 ， 
0.0.0 PP) DPQZN—Y Vn 
=(T',—P,P T) (P, P.QZ,—Y)GQ, 
= (Tı — P:P: T,) C p QZi—Y)GQ, 
=(T:— PÊ, T) (P, P,QZGQIS)Q; 
—P,C- T. PQZGQjS, — P.P.QZGQ.S,+ P.P .TQZGQ,S,)Q.. 
ш (58) , (45) (460 & (49) — (52) [f ` 
Ua Ün Un DO 2.698) 1—90), aV; 
TUUS POP — DG -TIPIQZ Y O- VV Va 
=P,((P,P, — D (Q(X — Za GQ3) + GF T,PQZ40630 — 
QÑ) Q- 
=Р,СОЁ,Р,—1)(Т»Р,972909,$,)1—0,8,)39;. 
从 而 ,再 反复 利用 (45)、(46)、(61), 并 由 (43) 可 得 
UaXoya 一 Ua(Zu 一 Z)Va 
=UnZaVa 
=W; 
故 X。 是 (64) 的 解 . 由 (40) 得 


x-w(7 ov 


是 

U,XV,=W, 

U,XV,=W; 
的 解 . 利用 cos А, Ân s G= 1,2)8J УЖ Ж (34)— (36) & (40) 
知 ,(65) 意 味 着 X 是 (277 的 解 . 口 


4 主 理想 环 上 的 矩阵 方程 组 (1) 


本 段 在 主 理想 环 R 上 考虑 矩阵 方程 组 (1); 其 中 CiE RA, 
C; € R^, AM ERA; AERA” BIE R^, В.Є Rn, 

设 M, € R^*^, M, € Rh" ^, МЄК, N, € Re^ J £M 
ИШ 


‹65) 


А А, 
MAT) Mns): 
В,№,=В,,0),В,№,=(В,,0), (66) 
i Coat pare В.Є Ri/^ B, € Ri. Ф, 
i z À, À Ашу Дь 
G MCN (2 а? “),б=мс,м,= US а) (67) 


Jtr Ан € gh^^ VT «^а, Ж 所 ,La 分 别 是 À , Ai BK A: 

因子 ,Ri,Rs 分 别 是 B,B, 的 最 大 右 因子 , 且 满 足 
A=LU,A,=LU:, B=ViR, В.У, (68) 

Jtr UU Je MEV о 2 HUE. 

* 


И АГ, Аа". (69) 
则 由 (66) 一 (69) 式 及 第 二 章 8 3 定理 5 及 主 理想 环 上 的 Roth 等 价 
定理 ,采用 类 似 于 单 Artinian 环 上 矩阵 方程 (1) 关 于 定理 5 的 证 骨 
手段 , 即 可 证 得 
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定理 6 主 理想 环 R 上 和 矩阵 方程 (1) 有 解 的 充 要 条 件 是 以 下 
几 条 皆 成 立 : 
G) Аһ=О,А„=О,А„=О,=1,2. 
Gi) WERS", i=1,2. 
Gü) FE XER”, XE Rr", Y, e R” R Ү,Є REI 
(Pa x+y) v»-(% ° ) 
u) x+y) vvs S w) 
` $3 体 上 的 答 阵 方程 组 
СА" XA,B' XB)—CC,D) 


本 节 研 究 体 上 的 矩阵 方程 组 
A'XA-C 
B'XB-D 
在 具有 对 合 反 自 同 构 的 体 K 上 给 出 (1) 有 自 共 氢 解 在 实 内 元 数 
体 Q 上 给 出 (1) 有 ( 斜 ) 亚 ( 半 ) 正 定 解 的 充 要 条 件 及 其 解 集结 构 ， 
最 后 给 出 (1) 在 实数 域 上 的 最 小 二 乘 对 称 解 集 . 


1 K 上 矩阵 方程 组 (1) 的 自 共 轿 解 
考虑 和 矩阵 方程 组 (1) ,其 中 AC KP", BEKR" CEK", DE 


a) 


к“. 
WU BEXTCA, ВУ DSR 分 解 为 
O L, Or 
rao-(! A rsa? © O|" á 
о >! " |і, о Ol|n d 


O O Om-r—n 
ЖР, Бет, P€ GL.(K),Q,Q,, ЄС СК). 
FRIERE Jy e OO RS АЗЕРА fr F W 
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[eno 


B'XB—-D 《3) 
X'=x 
而 (3) 等 价 于 
Q'A'P* P-* XP^ PAQ-Q'CQ 
[eren ioo 
Xx'-x i 
设 
Xu 
рер | 
=|x ， 
ха 
Q'cQ=[ .. C. ， (5) 
(6) 
Qi DQ,= (7) 
将 (5) 代入 (4) ,得 А 
Xa X, 
S x) fa ©) 
o X, Te oc 
o o 
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Xs Ху О D. Da Ds 
Xç X, O|-|D& Da Dal: 
о O о) os D; Ds 
从 而 C,—0,C, 70, D4—0,i—1,2,3. Da — Cu Xa 9 Cu Xo — 
Са,Хъ= Di Xs Di 于 是 有 下 面 的 
定理 1 设 和 矩阵 方程 组 (1) 中 的 给 阵 对 CA,8] 的 DSR 分 解 为 
(2) 式 ,Q CCK Q DQo 分 别 为 (5),(6) 和 (7), 则 (1) 有 自 共 罗 
解 的 充 要 条 件 是 D =C,,C,=0,C,=0,D,=0,i=1,2,3. 
有 此 种 解 时 ,其 通 解 为 
Ca C. D; Xu 
Ch Са Xa Xu 
Da X; D, Xu 
Xù Ха Xa X. 
JEP, Xu € Kim Xa € Kem, Xue Kremer, 
X. EKOE Xa € SC... „СКУ. | 


2 和 矩阵 方程 组 (1) 的 ( 斜 ) 亚 半 正 定 解 


本 段 考虑 矩阵 方程 组 (1) 的 斜 亚 半 正 定 解 及 亚 半 正 定 解 ,其 
P AEQ, BEQ CEQ , X D€ Qu". ЙӨНЕ CA, BI 
的 DSR 分 解 为 


о O бүгү 
L O O L, Oln 
PAQ= (5 "E Š £l ， (8) 
„(п 


[2] 

O O O)m-r—n 

Д PeGL.Q)QEGL, (Q),Q,C GL, (Q) ry +. 
显然 ,矩阵 方程 组 (1) 等 价 于 下 面 的 矩阵 方程 组 
Q P AC porp-CXP-pAQ-Q'*CQ 
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r-n on п mrn 
Хи Хь `X, X.]m—r—r 
xp 和 Xa Xa Хаја ИШЕ: 
X, Xs Хь Хи; 
Xa Ха Xa Xuron 
PS 
С, Cym—r 
a ai 
erele rel, 10) 
rnv 
Сы Cui 
c,=[ у, an 
"MC. Сат 
D, Da Dun 
$ DQ=| Da Da Da|nr: a2) 
Di, Dyu Dajm 一 m 
m—ro mn Ni 


ЭЛИН ЕШ 
引 理 1 


考虑 矩阵 方程 组 (1), 设 [4, 有 的 DSR 分 解 为 (8)， 


PPXP, Q CQ, CS QI DLA MA, 10), ADRAD, 
则 (1) 有 解 的 充 要 条 件 为 C=0,(i=1,2,4),Dn=0,Du=0,(j 三 
1,2,3):52,3) B Da 一 Cs 有 解 时 ,其 一 般 解 为 


Xu Хи 


Xa 


Xu 
Xu 
Xu 
Xu 


Xs 
Di 
Da 
Xa 


n3) 


JUI X,,X4G21,2,3,4:2,3, 0,60 X42 90JE Q ЕИ 


山 (9) 式 确定 的 任意 矩阵 . 


定理 2 ”在 引 理 1 的 条 件 下 RT REEL COE RHE F F E 


240 


КНАУ C; 0. Da =0,ру=0, (= 1,2,4;ј=1,2,3;1=2, 


35 Da7C4,CG,€ SP; B 


Dij Da 
(с, p.) esr" 
有 此 种 解 时 ,其 解 为 
gapo U aee pe онеш. 
м F 
其 中 
X, Da Ds 
M=|C Ca Daf» 
Ca Ca Xa 


a 


D € 8РЕЭ3-„› Ха € (Ха eque | M E Spa h H F € 

Оена Ue Quim Xue mms itg. 
证 明 设 (1) 有 解 XESPs”, 则 由 引 理 1 知 ,Ci,D; 与 Ds 均 为 

356 G—1,2,4,j71,2,3)172,3) Da 7 Co B X EQ JE N. 


故 
Xu Xs Хы! Xu 
Xa Da DuiXa| def (G Xu d 
Са Сы Da Хы (1 к) 69". 
Ca Са Хь! Xa 
由 第 一 章 $ 3 定理 15,M 与 
Xu«—U MU ED 
均 为 斜 半 正 定 矩 阵 , 其 中 忆 为 矩阵 方程 
‹м+м“?ух=С'?+Е 
的 任 一 解 .于 是 ， 


б=и“?‹м+м'?у—Е°?, 
和 一 D+UC2MU 
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Lili GERT, 55—3€ $ 3) 及 (11) 式 知 ,CIESP O, 
(2 Di 
Са Da 
k X 可 表 成 (14) 的 形式 . 
反之 ,车 Ci, Од, Du Ж Ж б =1,2,4;у=1,2,3,4=2,3), 
Da=CoCiESPS 
š ips Dis 
Co D; 
则 山 第 一 章 $ 3 定理 15 及 定理 17 知 ,存在 X, € Qn" li OX 
为 斜 亚 半 正 定 阵 . 易 验 知 ,具有 (14) 形 式 的 六 必 为 (1) 的 解 , C 
关于 和 矩阵 方程 组 (1) 的 亚 半 正 定 解 可 由 上 类 似 研究 . 请 读者 自 
CUR. 
3 ”矩阵 方程 组 (1 ) 的 最 小 二 乘 对 称 解 
2 
本 段 考 虑 和 矩阵 方程 组 (1) 在 实数 域 土 的 最 小 二 乘 对 称 解 问题 ， 
JP Ae g^, Be g^, CC j^, DE Rn Iki Н 
T'—(X€SC.GO) ПСА ХАС, B'XB— Dl = fih). 
对 于 上 述 的 A,B CA, ВЮ GSVD 为 
A=M2;,U',B=M27V, as) 
JEF MECGLa (R) U f V 9 nXn HI рх p EZK, В. 
U=(U,U,,U,),V=(V,,V,,V,), 
ДРЕА", UE R, О, Є Re rn, V € Retro V, € 
R V € =», 


) espo. 


) Esri, 


I, r 
Sa s 
У = E a6) 
^ O,|k—r—s 
O m—k 
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Os r 


Seb CE 


IL|k—r—s 
TO m—k 


k=rank(A,B),r=k—rankB,s=rankA+rankB—k, 
S, = дар (a, ,* a) Sa = ав CB i Bs lamema0,00« 


Bm B abe EE, 


hes 


定理 3 ” 设 矩 阵 对 [4, 的 GSVD 为 (15) 式 , 则 
T- UM» GM^ | Хєх, 


其 中 ， 


X,€ R7», X, ERIO Xy E SC, (RD) 


G G Хь X. 
sl M G Xu 
хы G G Х|" 


XQ XQ X'u Xa 
а= $U' (C CU. 


4!U' ,(C+C')U,, 


U',CCS-COUsSs 
5 V'(D+D'W:S5"» 
SEV’ (CHC Vs 


Gi=4 VDD W, 


a7) 


a8) 


M,=+% x (S4U' (CFCU Sa +SeV':(D+D' WV) ч 
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АО 1 
=l) € R'” "IT Sa BAR 


证 明 由 (15) 及 XESC。(R), 知 
\ 
сл хадс, в' XB- 1 ам XM У „ОС 


+ M XM21,—V' DV. 


村 
r s k—r—s m—k 
Xu Xa Xa Xu|r 


U'CU= 


U'CU-|Ca Са. Ca|s , 


V'iDV=|D, Da Da|s 


将 (21) 和 (20) 代 入 (20), 得 
IICA'XA—C,B'XB— DI 
Xu 一 Cu Xa4S,—Cu 一 Cu 
=||5,Х'„—Сь SaXaS4—Cn С 1" 
一 Ca 一 Cn 一 Ca 
一 Du 一 Da 一 Da 
十 川 ра SaXzzSs 一 Da / $5Xa—Da|W 
—D, X',S,—D, — Xa—Ds 
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a9) 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


故 对 任意 的 XET, 子 矩阵 Xa ESC (R), Xu ER”, Xn E€ 
SC,Q0 ,X4, € R77? Xa € SC (CR) 


应 满足 使 
IXu —Cu lih DX Р, (24) 
1Х,5л Са 12-153 СА, (25) 
li$5Xa РХ" Dall RAN 
lS5X4,54—Cal* + ll82X255— Dal: B^. (26) 
由 (24) 和 (25) 得 
Xue luec Xas Dut D'u), en 
Xa 1 Cu tC 083 Xn =S Dnt D'u). (28) 
对 于 (26), 应 用 第 二 章 $ 14 引 理 1, 得 
Xa= 二 ov CS4(Ca 十 Ca)S4 十 Sa(Da 十 Daa)Sa， (29) 
其 中 多 由 (19) 式 所 定义 . 


所 以 ,7 的 表达 式 (18) 可 由 (27),(28) 及 (29) 式 得 到 , D 
$4 —A EBE 2 AE in 
(AX+BY,BX+AY)=(C,D) 


本 节 研 究 一 类 系数 矩阵 相互 交错 的 二 元 复 矩 阵 方程 组 


АХ+ВҮ=С äs 
BX+AY=D 
给 出 (1) 有 解 的 充 要 条 件 和 适当 定义 的 最 优 近似 解 ,并 给 出 一 个 应 
用 背景 的 实例 
本 节 在 复数 域 C 上 讨论 . 


1 (了 D 相 容 的 充 要 条 件 


定理 1 ША,В,СЄС",А+В 5 А—В 都 可 道 , 则 和 矩阵 方 
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程 组 (1) 有 唯一 解 . 
证 明 矩阵 方程 组 (1) 等 价 于 
(A+B)XX+Y)=C+D 
Torno cameo ` 
因 A+B 5 A— рй, 
X+Y=(A+B) (CD) 
sue e dee 
从 而 
X= 二 CC4+ 有 -IC+D)+(4 一 有 CD) 
(3) 
Y=+((A+5 1(C+D)—(A— B)” (C—D)) 


是 (1) 的 唯一 解 . 品 
推论 ! iA HE Сеаго 或 Euler 收敛 于 O, 则 
X+AY=C | 
AX4Y-D ^ 
证 明 在 所 设 条 件 下 ,7 十 4 和 7 一 4 REA OLAT). 
定理 2 UE 4 可 逆 ,"| 是 乘 性 矩阵 范 数 使 得 
181< 1417". (4) 
ИЖЕ БИН СТ) НЕ — Re 
证 明 注意 到 
A+B=AG+A 'B). 
而 对 任 一 正 整数 上 都 有 - 
IAB} SHA MBN 
=(lA BD’ 
ШО 
MA 'HIBI<1: 
因此 ， 
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limliCA"! B0. ` 
于 是 ， 
lim€A™!B8)*=0. 
从 而 
A+B=AG+A B) 
mp3. 由 定理 1 即 知 (1) 有 唯一 解 . D 
MER A, BEC™, X, Y EC™, C, DEC™. 
定理 3 P XHY ERMEE, WOR R TE REA PE fe fE 
某 个 (4 十 8)" 和 某 个 (4 一 8B)" 使 
(A- B) CA- B) CD) =С+р 


(A—BY(A—B)*(C—- D) -C-D S 
证 明 已 知 (1) 等 价 于 (2). 令 
U=X+Y,V=X—Y, 
则 (2) 有 人 解 的 充 要 条 件 为 
(A+B)U=C+D (6) 
和 
(A-B)V-C—-D (7) 


各 自 有 解 . 而 (6) 有 解 当 且 仅 当 对 于 某 个 (4 十 8)”,(5) 的 第 一 式 
成 立 ;(7) 有 解 当 且 仅 当 对 于 某 个 (4 一 8),(5) 的 第 二 式 成 立 . 若 
Uo 为 (6) 的 一 个 解 ,Vo 为 (7) 的 一 个 解 , 则 
ande - 
X40. V9. 
Y,-lq.-Vo 
便 是 (1) 的 解 ; 反 之 , 若 (Xo,yo) 是 (1) 的 解 , 则 
U,=X,+Y, 
а= Х,У, 


即 是 (2) 的 解 . 
247 


不 难 证 明 ,(5) 中 的 (*) 中 可 用 任何 {1} 逆 取代 . 特别 ,可 将 (5) 
写成 
(ATB)(A+B) (C+D)=C+D 


(A—BYA—B)* (C-D) -C—-D 53 
而 不 失 一 般 性 . 
定理 4 若 (1) 中 的 A,B 满足 
AB' =0,8: A=0, (8) 


则 (1) 有 解 的 充 要 条 件 是 
(AA* +ВВ*)С=С 
| (AA* + BB*)D=D` 
证 明 易 知 (9) 等 价 于 
[л +BB*XC+D)=C+D uo 
(AA* +ВВ* С D) -C— D 
ШЕЙ 
‚ AB* = АВ*ВВ* = А(В* B)! В* = АВ* СВУ)" В? 
BA* =ВА* AA* = ВСАА) А*=ВА' (A+)' А*, 
从 AB' =O ХА BA' =O. Ж AB* =О,ВА* =О. 又 当 (8) 成 立时 
4i 


(А+ B)* = A* + В+), zn 
从 而 ， 
СА+В)СА+ В) = (А+ BYCA* - B* ) 
—AA*- BB*. 
СФ у 
AC-BY =0,(—B)'A=0 
使 得 
‹(А—В)*=А*—В*. 
从 而 ， 


(А—В)СА+В)* —CA— В)СА*—В*)=АА*+ВВ*. 
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于 是 ,在 (8) 成 立 的 前 提 下 ,(5') 等 价 于 (10). 由 定理 3 立 得 此 证 明 . 
推论 2 若 4,BEC",C,DEC"“,X7YEC"“ 上 且 


КСВ) = МСА" ),МСВ) = КСА"), (12) 
则 (1 有 唯一 解 
X=AtC+B*D 
Y=A*D+Bt*C am 
证 明 由 (12) 式 知 ， 


А'В=О,АВ' =О. 
所 以 (8) 式 成 立 . 又 ' 
АА*-ЕВВ* =Рк‹лу+ Pro 
= Рул Pyat7L. 
于 是 (9) 式 成 立 . 由 定理 47(12 有 解 . 再 因 (8) 成 立时 ,(11) 成 立 , 且 
AB* =О,ВА* =О. 
于 是 ， 
(A+B)(A+B)+ =1. 
可 见 ,4 十 尹 可 道 , 且 
(А+В) 5 CA-B)* 2 A* - B*. 
同 理 可 证 ,4 一 如 可 逆 , 且 
(4 一 有 D)-: 一 4+ 一 有 + 
由 定理 1 知 ,(13) 是 (1) 的 唯一 解 . 0 


2 ， 拢 阵 方程 组 的 极 小 范 数 的 最 小 二 乘 解 


当 矩 阵 方程 组 (1) 不 相 容 时 ,我 们 可 通过 矩阵 范 数 外 | 中 Cn" 
中 向 量 的 欧 几 里 得 范 数 来 定义 它 的 最 优 近似 解 ,也 称 极 小 范 数 的 
最 小 二 乘 解 . 
对 于 任意 的 HEC”*, 不 难 验证 
їн{=|өсн)\ a4 
其 中 oCH) 是 H 的 拉 直 . 
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定义 1 设 A,BEC"*,C,DEC™™. 称 C"* 中 的 矩阵 对 (Xo， 

Yu) 为 (1) 的 最 小 二 乘 解 ,如 果 对 一 切 的 X,YEC"”' 有 
JAX,+ BY.—C)+ (BX.+ AY,— D) lll CAX - BY —C) 
+(BX+AY—D)||, 
JCAX,+ BY, —C) — (ВХ, + AYo— D) || &llCAX 4- BY —C) 
—(GX-- AY —D)l 
Ww 

lCA-B) СХ, Y) — (C+ РСА B) OCI-Y) — CC - D) | 

ПОА B) 7 Y) — C— D) lll CA— BY(X - Y) — C — DU 


a5) 
引 理 1 i A€C"",BEeC"',DeC"" , WIEREN B 
AXB—D a6) 
(бйле — RERA ü 
X=A05p ETHY— A“? AYB BUS, an 


其 中 YEC"”' 是 任意 的 . 
证 明 矩阵 方程 (16) 可 由 拉 直 变换 化 为 
(А@В')а(Х)=а(р), (18) 
《18) 的 最 小 二 乘 解 的 一 般 形式 为 
s (O0 = AQB'Y"sCD) c C — (AQB) (AQB) Jy, (19) 
Jeh ye Cr" E CMS. R AQ Cat) m jS CAG BY JUI 
(19) 式 成 为 
ох) = САЗ СВ) +A AB GI)? B) oY) 
=осАФ”р‹в')”)+о(Ү)—оСАФ”АҮВСВ' ) 3 
=A” D B*9)--o(Y) CA" AY B ВТ), . (20) 
这 里 用 到 了 
(ym Bue, 
它 是 容易 验证 的 . FIRE oO = y JA fi 
Y= :COD)EC 
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这 样 ,从 (20) 的 逆 象 得 出 (17) 式 . 按 (14) 式 ， 
ЇАХВ—р|=а(АХВ—р)\ 
=[(СА@В')е(Х)—е(р)||. 
故 (17) 就 是 (16) 的 最 小 二 乘 解 . П 
引 理 2 C"*! 中 的 矩阵 对 (X。,Y。) 为 (1) 的 最 小 二 乘 解 的 充 要 
ЖА X, LY UE ` 
(A+B)U=C+D 
的 最 小 二 乘 解 , 且 X,— Y JE 
(A-B)V-C-D 
HN RR 
证 明 车 (X。,Y。) 是 (1) 的 最 小 二 乘 解 , 即 ,X。,Y。 满 足 (15)。 
令 
и=х+Үү,Ш;=Х,+У„,у=Х—Ү,У=Х,—Үо, 
即 知 ,Vo 是 


(A+B)U=C+D (21) 
[rr V JE 
(A—B)V=C-D (22) 
T RN LR. 反之 , 若 Xo 十 Yo 是 (21) 的 最 小 二 乘 解 , 则 
IAHBXX +Y) CHDISICAHBDU— C+D); 0237 
Ë Xo 一 Yo 是 (22) 的 最 小 二 乘 解 , 则 
|KA—BYOG-Y)o—(C—Dl«likCa-8)V—(—D)h — (24) 


Mao U 的 任意 性 及 (20) 中 的 任意 性 知 ,对 一 切 X,Y 
€ C" (15) 中 两 个 不 等 式 同时 成 立 , 即 (X。,Y。) 是 (1) 的 最 小 二 乘 
жп 

由 引 理 1,(21) 的 最 小 二 乘 解 为 

(А+В)%%(С-+Ер)+7,—(А+В)%”СА+ЕВ)7,, 
其 中 ,ZiEC"". (22) 的 最 小 二 乘 解 为 

(А BY? (С D) +2, (A— B)? CA— BZ, 
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其 中 ,ZaEC"". 故 由 定理 2 知 ,(Xo,Yo) 为 (1) 的 最 小 二 乘 解 当 且 
仅 当 
Xo+Yo= (A+B)? (C+D)+[I— (A+B)? (A+B)]Z,, (25) 
X,—Y,=(A—B)02(C—D)+[I—(A—B)0:5CA—B)]Z;. (26) 
故 由 (25) 和 (26) 即 得 下 面 的 
定理 5 矩阵 方程 组 (1) 的 最 小 二 乘 解 是 具有 以 下 形式 的 矩阵 
М: 
v UH CoD) CA BY C— D) ` 
+U— (A+B)? (А+ B)Z, 
^EUI- (A — B)" CA— B)Z4], 


Y, UO BD" C- D) CA— ID C — D) 


+ (А+ B)? CA3-B)Z, 
tU-(-B)'"cCA—B)ZiJ. 
定义 2 3 C"”' 中 的 矩阵 对 (Xo,Y。) 是 矩阵 方程 组 (1) 的 最 小 
二 乘 解 ,而 且 , 对 于 (1) 的 任 一 最 小 二 乘 解 (X,Y) 都 满足 
IX YUllx-- vi 
Ix,—Y,I<lx-YI” 
则 称 (Xo,Y。) 为 (1) 的 最 优 近似 解 . 
383 设 AEC" ,BEC2 ,DEC ,矩阵 方程 (16) 的 最 
优 近 似 解 为 


(27) 


X,—A* DB*. (28) 

此 引 理 是 第 二 章 $ 4 定理 3 的 特例 . 
引 理 4 C"*! 中 的 矩阵 对 (X。,Y。) 为 (1) 的 最 优 近 似 解 的 充 要 
条 件 是 X。 十 Yo 是 (21) 的 最 优 近 似 解 ,X。 一 了 。 是 (22) 的 最 优 近 似 解 


证 明 设 (X。,Y,) 是 (1) 的 最 优 近 似 解 , 则 它 是 (1) 的 最 小 二 
乘 解 . 由 引 理 2, Xo 十 Yo 和 X。 一 Yo 分 别 是 (21) 和 (22) 的 最 小 二 乘 
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解 ,而 对 (21) 的 任 一 最 小 二 乘 解 U 和 (22) 的 任 一 最 小 二 乘 饼 V， 
总 可 令 
x-lauevr-lw-v 
使 得 
U=X+Y,V=x-Y. 
再 由 引 理 2,(X,Y) 都 是 (1) 的 最 小 二 ЖШ. 根据 (X。,Y。) 的 定义 ， 
必 有 


IX.+Y.I<lx+YIl=luUI!, (29) 

хох. (30) 
而 (29) 式 说 明 Xo 十 Yo 是 (21) 的 最 优 近 似 解 ,(30) 式 说 明 X, — Yo 
是 (22) 的 最 优 近似 解 . 


反之 , 设 Xe 十 Ye 和 Xe 一 Ye 分 别 是 (21) 和 (22) 的 最 优 近似 解 ， 
由 引 理 2 知 ,(Xo,Yo) 是 (1) 的 最 小 二 乘 解 .同时 对 于 (1) 的 任意 最 
小 二 乘 解 (X,Y) 仍 由 引 理 2 知 ,X 十 Y 与 X 一 了 分 别 是 (21) 和 (22) 
的 最 小 二 乘 解 . 这 样 (27) 式 对 (1) 的 任意 最 小 二 乘 解 (X,Y) 均 成 
立 , 即 (X。,Y。) 是 (1) 的 最 优 近 似 解 . D 
定理 6 W 4,BEC"“…,C,DEC"“ ,矩阵 方程 组 (1) 的 最 优 近 
ROS OG SY ,其 中 
X, GABY CD) A- B) (CD) 
(81) 
Y.=+C(A+ B (C+D)—(A—Bt(C—D)) 


证 明 .由 引 理 3,(21) 的 最 优 近似 解 为 
CA+B)'(C+D), 
(22) 的 最 优 近似 解 为 、 
(4 一 BD+(C 一 D) 
令 
Xo+Yo=(A+8)* (C+D), 
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n X.—Y.=(A—Byt(C—D), 
则 由 引 理 4 知 ,(31) 式 的 (X。,Y。) 即 是 (1) 的 最 优 近 似 解 . D 
推论 3“ 当 AB" =O B B' A-O 时 ,和 矩阵 方程 组 (1) 的 最 优 近 
fig OC Y, ,其 中 
X,=A*C+B*D 
Y,=B*C+A*D i 
最 后 ,我 们 用 实例 说 明 矩 阵 方程 (1) 的 应 用 背景 . 
一 个 有 nm 个 节点 入 个 分 支 的 直流 电子 网 络 可 以 用 分 支 中 
的 电流 与 节点 上 的 电位 势 来 描述 ,以 zj(j 二 1,…，,n) 表 示 穿 过 分 支 
b, 的 电位 差 . 则 分 支 电 压 向 量 z= Cr 2 h X: DOS B: M 和 电位 势 向 
lit p=[p(i=1,…,m) 按 下 式 决定 
z=M'P 
网 络 的 分 支 电流 向 量 у= Cy (j= 二 1,…n), 则 适合 Му=О. 网 络 的 
fi 4 Л b 可 看 成 一 个 元 件 , 它 的 串联 电压 是 v( 伏 ), 并 联 电流 
JE wK). 以 a;>0 表 示 分 支 5 的 电导 系数 . 便 有 
alaju) + (yw) 90, je ly yn. 
这 样 , 分 支 电 流 y 和 分 支 电压 工 可 通过 求解 约束 系统 
Az+y=A+u,z€ R(M'),y€ ММ) 
而 得 出 ,其 中 


(32) 


A-diag(a; ,*** san). 
ЖЕЙ — I LE FLA CL m. п ЛУУ Ж, ХШ 
陈 也 为 M. 但 它 在 相应 于 АЛЫ ЫС E 于 是 便 
为 
ZG) +O w p=. 
这 个 相伴 网 络 的 分 支 电流 y 和 分 支 电压 z 可 通过 求解 约束 系统 
х+Ау=ъ'+Аш' ,zr€ R(M'),y€ МОМ) 
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而 得 出 。 . 
要 研究 这 两 个 相伴 的 网 络 是 否 有 相同 的 或 最 优 近似 的 分 支 电 
流 与 分 支 电 压 ,就 是 求解 
Az+y=b (b=Av+w) 
lz+Ay=c . Gv Aw) 


的 问题 
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第 四 章 ” 非 线性 矩阵 方程 
本 章 研 究 二 次 四 元 数 矩阵 方程 及 矩阵 多 项 式 方程 
$l Жел 4 


` 本 节 研 究 二 次 四 元 数 矩 阵 方程 


X'AX+B'X+X'B+C=0, a) 
X'AX+B'X+C=0, (2) 
CX' AX — AX -CD—O. (3) 


利用 四 元 数 和 矩阵 的 奇异 值 分 解 及 和 矩阵 的 广义 道 ,给 出 上 述 三 类 逢 
阵 方程 有 解 的 充 要 条 件 及 其 通 解 表 达 式 "2 

X T = (ЛЕА A=) PERRITA LNN 
阵 . 

我 们 需要 下 列 的 几 个 引 理 . 

引 理 1 设 AESP,,rankA=r, 则 存在 UEQY" 使 得 

A=UDU", 
其 中 
D-—diag(AL, v ALS 


Art A JE 4 的 所 有 不 同 的 正 特征 值 ,r= 27, 
тй, 
G) А ЯНЕ ОЗЕ GERE НЕК OI Xm А КЕЕ 
НЗ 
AT-UDIU' 
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其 中 
D$ —diag GEL, s ALS 
Gi) АЗЕ ЕГ, CD Х°= А 的 自 共 轿 解 ) 为 
X=UWADIW"U' ,W=diag (Wi 0), 
这 里 W,EQ%”", 人 入 满足 人 ?==7, 的 实 对 角 阵 . 
引 理 2 BA-UDU'€SP,, кешеш D 为 对 角 元 全 正 
的 对 角 阵 , 则 


的 一 般 解 为 


JEH VERT” mar. 
由 引 理 2 易 证 得 
引 理 3 设 4EP。,CESC,,BEQ"…, 则 矩阵 方程 (1) 有 解 的 
(B' A^ B—C)€ SP. 
有 此 种 解 时 ,其 通 解 为 
X-A-iVU' E- A^! B, 
Jep, AiE 人-! 的 半 正 定 平方 根 ,UEQY…VEQT，- 
.rerank(B' A! B-C),E—-(B' A7 1B—C),R(U)=R(B* A" B— 
С). 
引 理 4 AEQ, BEQ", A 的 奇异 值 分 解 为 
A-UDV', 
JUP VEQ CEQ”, D 为 正 对 角 阵 , 则 矩阵 方程 ， 
A'X+X'A=B (4) 
有 解 的 充 要 条 件 是 BE SC, 与 YiBV1 一 0, 其 中 V1 为 V 的 广义 丁 
让 交 补 . 有 解 时 ,其 一 般 解 为 
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X=} (A ВА, +V V )+UFU* АШ Е, (5) 
HEP, FESS (Q) UL HU 的 广义 西 正 交 补 ,EEQ™ 7". 
证 明 易 验 证 有 
A+=VD-WU'. 
E BESD, 与 了 IE 一 0, 则 由 上 式 容易 验证 (5) 是 矩阵 方程 
《4) 的 解 .反之 , 若 X 是 (4) 的 解 , 则 B€ SC. A 


(o к) (о) ени, 


Е 
лестно, ) v.v ode засо) N 
DY,-Y; D=V' BV 
DY,—V* BV,. 
ViBV,=0 
将 此 第 一 式 与 
DY,—Y; D=N 

联 立 , 解 得 

Y,=+D-'V' BV --FD, 
其 中 


"=D ND": 
Je ЗЕТ. 于 是 ,由 


Y, Yav 
x-auo(, v.) 
易 知 (4) 的 解 具有 (5) 的 形式 . O 
下 面 ,我 们 将 引 理 3 的 A 减弱 为 4E SP。, 得 到 
定理 1 AESP. CESC, BEQ”, A B tti SNAM 
依次 为 
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A=UDU',B=VAW',U€Q”, 
则 - :次 共生 矩阵 方程 1) 有 解 的 充 要 条 件 是 
—WICW, ЄР, 
(CD 有 有 解 时 ,其 一 般 解 为 
X=(CAt)IUGM'PI—AtB 
FIG GAS ECT PY)OSEW WI) 
TVQV'BMVIH , (6) 
JEP Q ESS H eq "是 任意 的 ,M 是 满足 
R(M)=R(P) 
的 询 广义 西 矩 阵 ,G Je FE GE АЗЕ P] XERE» 
P=((W!)WE+(I,— (Wi) WIL)F)CW 1)" E 
T—OVL)WTFD)* (7) 
其 中 
EE'=—WiCW; EEQ“ ?'* ^, FEQ ә, 
QV D* W1 IER A COS 
证 明 ЖОХ, 
Y=(U,U,)' X= ( 
Y, 
Чт, Y eq sum oft 
Yi DY, +B'UY,+Y/U*B+B'U, Y,+Y;U1B+C=0. (8) 
于 是 ,由 引 理 3 及 
A*—-VD^U* 
知 ， 
B'AtB—(B'U ,Y,+Y;UiB+C)€SP.. 
从 而 有 Pe SP. fi? 
B'U,Y,+Y;U1B=B'A*B—C—P. 《9) 
因此 ,由 引 理 4 知 ， 
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W:(B' A* B—-C—P)W,-—0. 
从 而 : 
Wipw,=—W:CW.. ao 
因为 PE SP,, 所 以 由 第 二 章 $ 2 定理 6(ii) 知 道 
—W'CW,€SP.., 
且 此 时 易 见 具有 (7) 的 形式 .于 是 ,由 引 理 4 得 
Отв) (B' AFB-C— P)GU,-WyAW:) 


TVQV'BVIH а) 
其 中 QE55, 及 HEQ"0*" 是 任意 的 . 现在 对 (8) 应 用 引 理 3, 得 
Y,- D-5GM' P—D^U* B, a2 
其 中 M 是 满足 
R(M)=R(P) 


的 列 广义 酉 矩阵 ,G 是 任意 可 乘 的 列 广义 酉 矩阵 . 因此 ,将 (11)， 
(12) 代 入 


x-a wr). 


Y, 

则 知 它 具 有 (6) 的 形式 . 

反之 , 若 一 WiICW:ESP.-… 则 由 第 二 章 S 2 定理 6(ii) 知 (7) 
为 (10) 的 半 正 定 自 共 胃 解 .于 是 对 (9) 易 见 引 理 4 的 充分 性 条 件 成 
立 ,从 而 ,(11) 的 ULY; 满足 (9). 这 时 ,对 于 (8), 引 理 3 的 充分 性 
条 件 成 立 , 且 (11)、(12) 的 7,,Y, 满足 (8). 又 在 上 述 X,Y (fs 
下 ,(1) 与 (8) 互 换 ,因而 易 见 (6) 为 (1) 的 解 . D 

类 似 于 定理 1 的 证 明 ,我 们 证 得 E 

定理 2 WR ACSDP..C€SC, B€ Qr" rankA—tZn, A,B 
的 奇异 值 分 解 依次 为 

A-UDU' ,B-VAW* , 
则 矩阵 方程 (2) 有 解 的 必要 条 件 是 存在 Y,E Qm~-”*", 使 得 
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“L=B* A*B—4(B'U ,Y,+C)€SP.. 
ям 
—WiCW,€P.., 
IF, WD F ЖОН L EEE HENA: 
L=—4CW, QV1CW ,) Wi C--NPN* , 
这 里 NN EWE КОМ) = NOW LR EXER XE T RA P Р 是 任意 
WERE IE SE FL EMTT RGE РЕ. [A TT IGI BE p ВЕ C2) 4 ARE Jt — 


般 解 为 
X-UY,U,Y., 


其 中 YU, Y; 的 表达 式 分 别 为 
Ү,=--р-}КЕМТЕ" +Е,(ЖАЕ*Е* RZFDOS 
-4p-u's, 
U,Y,- ary ar A*B—L—40)+V V iG, 
JUh S LE DU" BS-! 的 奇异 值 分 解 为 
D^iU' BS^ —ETF' E€ Q, R€ Q, 
qxmin(t— р, р), Л =дїаа(а,,++›о,),0<о,<1,М 是 
TO, RART 
ЛЕЖА EMPER, (CZ. Z0 EER RA LAEE, GE 


ГЕД 
定理 3 H AESP. DESC CEQ", 


1 "DE 
g FDF, 


下 一 (C A*O,P 
4, 疡 的 奇异 值 分 解 依次 为 
A-UAU' ,Р=УЛУ?, 
其 中 ， 
A =diag (А, v AUD 


š 
js, B P ЙГЕ ЯЕПЕЗИМИ, oos 
则 矩阵 方程 (3) 有 解 的 充 要 条 件 是 PE SP. ORI. V,=V),JF IL ff 
在 
W=diag (И, =.) 

GW. J n, ТАВР .T* — 1 INRE T X Ze SC, Wil 
对 于 

в=1,+УУТ АЗИ", 

E-FUB(QPU)'FRZ—F"PFZF'(QPI, 
都 有 


FF B(F?)* ре В,ЛАЎСЕ=СЕ, 
这 里 4 分 别 是 4, 天 的 某 一 人 1} 逆 . 在 此 条 件 下 ,(3) 的 一 般 
解 为 
Х=А"СЕ+(1„—АФА)С, 

其 中 CEQ" 

推论 1 设 AEP。,DESC,,CEQr?”, 则 短 阵 方程 (3) 有 人 解 的 
充 要 条 件 是 3 
ТС АЗС ACOE SPa 
在 此 条 件 下 ,(3) 的 一 般 解 为 

ХАС A?C) GEL A OE АЕР 
MER DEM AL . 


$2 矩阵 多 项 式 方程 


本 节 主 要 研究 形 如 
AoX" 二 AX 十 … 十 A 二 O a) 
的 矩阵 多 项 式 方程 ,其 中 AAs An ВВА а ИИ, ХА 
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RAIH n W E- 
1 纯 量 多 项 式 方程 f(X)=0O 
首先 讨论 方程 

&O0-0, 7 (2) 

其 中 ， 
EO) СА— А) АА) (А— a), 

Ace A HR. ROS OD Оет O0 gA), 
(mx 是 矩阵 的 最 小 多 项 式 ), 所 以 ,g(X)=0O НАХ X 的 每 


个 初等 因子 均 形 如 
ASA) (uai m 3A. 


MCI en & 8 
X=Tdiag(À 1, +H, I. +H, yr (3) 
JUD pid bim nih 2e h T 为 任意 的 满 秩 阵 ， 
0 1 O 
0 
Hj= 1 
о 0 1); 


例 1 Л) = (4—2)04— 3), ЖОХ) =0 的 所 有 3 I Jy W: 
ж. 
解 ” 解 集 是 下 列 6 个 相似 类 的 并 集 , 每 个 相似 类 的 初等 因子 
分 别 是 
{‹А— 2), (А—2)*}, {‹А—2),(А—2),(А—2)}, 
{C(à—2)?, (à—3)}, {((à—2) , (à— 2), (à—3)}, 
(4—2),(4—3),0.—3)),((4—3),(14—3),(AÀ—3)])- 
例 2 0) =А"—1.0 X=, 的 解 集 - 
解 任 一 解 X 的 每 个 初等 因子 必 为 某 个 


4—7 
其 中 
те (p =0,--,m—1), 
故 解 集 是 所 有 形 如 
diag Gh »** 7) 

的 对 角 阵 所 属相 似 类 的 并 集 ,其 中 092 jn Ст 1. 

下 面 讨论 更 一 般 的 纯 量 方程 

fQ0-o Ф) 
其 中 ЛО ЕК G 中 复 变量 的 正则 函数 . 对 于 所 有 
的 解 X= (za),, 我 们 要 求 其 特征 值 均 在 区 域 G 里 面 . 设 fO fE G 
里 面 的 所 有 零点 及 其 重 数 分 别 为 
Apes 
азар. 

与 上 面 的 情形 一 样 , 矩 阵 X 的 每 一 个 初等 因子 必须 有 如 下 形 

式 
(А А)” (pa), 
故 有 
X=Tdiag( 1, +H, hl,t HT! 

HP sisii =1,2, p ар, а, p. Se, Pi, + p, H 
Lp. =n T 是 任意 的 满 秩 矩 阵 . 


2 ， 上 矩阵 多 项 式 方程 (1) 


定理 1 设 
FQ) = AJ" F ALAT71 +A, 
FAD =det FA), 
ЕСК) = AX" AX +. +A, 
其 中 As Am AL ЖЕ n ЙЕ 812 EE, X E n BEAT Be UD 
264 


阵 方 程 (1) 的 每 个 解 X 一 定 满足 纯 量 多 项 式 方程 
fQ0-0. 
证 明 OH AL AE FOOD A 


ЕО) = АА ТОАТ A) ANAHA DAT HE ART 1 4 ++ 


=), GI— А) CAAT A DAAI A) 
十 (4o4? 十 44 十 hz) 十 4 十 … 十 4 
—QO)GI— A) FCA). 


若 
ЕСА) =0, 
则 
FQ)-QG)OI— А). 
从 而 


fOQ)=detFQ)=detQ(QOdet QI— A). 

由 Cayley 一 Hamilton 定理 得 f(A)=0. D 
仿 定 理 1, 读 者 可 研究 矩阵 多 项 式 方程 “ 

Ү"А,+Ү"!А,+-+++А„=О, 

ААА HEANEY HRAN HE- 


3 Ж ЛИ X"=A 


本 段 我 们 研究 矩阵 多 项 式 方程 
X"=A. 


(5) 


+A, 


(6) 


对 给 定 的 二 阶 方 阵 4, 方 程 (6) 的 每 个 解 X 都 称 作 А 的 一 个 m 次 
方 根 . 本 段 旨 在 给 出 (6) 有 解 的 充 要 条 件 . 首先 研究 m = 2 的 情 


жг 
X:= A. 


(7) 


我 们 先 研 究 (7) 在 复数 域 C 上 的 情况 . 用 J(%,#) 表 示 如 下 形式 的 


Jordand 块 矩阵 : 
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定理 2 若 AEC"”* 可 对 角 化 , 则 A 有 平方 根 . 
证 明 设 A RD fü e D ete n UR pe 使 得 
D^! AP —diag(d, d; sdn). 


^ 

D, —diagC/ d, Ма D, 
ju Di=D. 
再 令 


B=PD P, 
从 而 B=A W A 有 平方 根 . О 
引 理 1 G) 40,Mj 


JO X мәә» 
Gi) 设 上 >1, 若 上 2, 则 
JO.) 
?(9,:)— 
00,0) ( КҮ 
36 c 283-1, UI 
J(0,k) 
лоо 


证 明 G) 易 见 


ДБ КЕЗ 
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2V% А >» 0 0 0 


JO A D=| 5 
相应 的 特征 矩阵 为 
A—À, 0 0 sve. 0 0 0 ! 
-2VAÀ А-А 0 m 0 0 0 


0 0 0 = 一 1 一 2V ù А-А 
从 而 其 上 阶 行列 式 因子 为 (Mn) 注意 到 它 的 由 第 2,3…,t 行 及 第 
1,2, wt 一 1 询 组 成 的 1 一 1 阶 子 式 为 
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由 于 | 

Co) 一 (一 2W эзе, 
故 A— As 不 整除 CO 这 样 ,g(A) 与 (一 2) 的 最 大 公 因 式 为 1 ,而 
t 一 1 阶 行列 式 因 子 必 须 整除 : 阶 行列 式 因 子 及 每 一 个 :一 1 阶 子 
式 , 故 1 一 1 阶 行列 式 因子 为 1, 所 以 J: (V А, АЛ 2 
(2 一) 与 /(%, 的 的 初等 因子 相同 ,所 以 


J'V А, t) Os). 
G) ЯЖ 
0 
0 
J'(Q,0)- 
(0,0 1 


1 0 0. 
由 此 可 得 它 的 初等 因子 为 : 当 n 为 偶数 即 n — 2 EA 2.2; n= 
2k--1 {5 26,27 JA DE GORE. О 
定理 3 ЖА 可 逆 , 则 4 有 平方 根 . 


WEB] 设 4 的 Jordan 标准 形 为 
Jot) 


JO) 


JO 4) 
由 于 4 可 逆 , 故 特征 根 2:750,:— 1,2, 
由 引 理 1 9 COAT, 


JG t) ЈМ А sti) iml, k. 
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ОЛЕ 


ja JV А 2) 


JQ À st) 


从 而 АЛ, ШЕЖЕ: p të A= Pp P k 
А= (РУР). 
Jk2š, PJ P 的 4 为 平方 根 . D 
定理 4 ЛО) А 00 t И Jordan 块 矩阵 , 则 
G) 天 0 时 ,J(h,t 有 平方 根 ; 
Gi) A08 ,JO, DTE Ч BI :一 1 
证 明 G) AO MJ Oost) J ENAA Tit RETE 3 立即 
得 出 . 
Gi) 当 t=1 时 ,J(0,1)=(0), 显 然 有 平方 根 . 下 证 必要 性 ， 
假设 :>1, 并 且 设 J(0,t) 有 平方 根 必 , 则 易 知 的 特征 根 为 0, 不 


妨 设 K 的 Jordan 标准 形 为 
/(0,) 
4(0,) 
40) 
JEn tn GU 
(0) 
J°(0,t) def 
Ki-JO,07— ч ET. 
сон) 


Жаы a 1 Л 的 初等 因子 为 ,和 … QD 
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JO, OB ФИТ X FA. 
ERR RB D1 WAI Z GDA СУ 


FAP, EA 


ACT 
从 而 J, 有 初等 因子 25 5 JC СУЯТ 0 АЈ. Ü 
定理 5 ACCU A 有 平方 根 的 充 要 条 件 为 4 的 


Jordan 标准 形 形 如 
ЈО) 


| *i g 


其 中 改天 0 一 1,，…, 分 块 矩阵 的 阶 数 之 和 为 nm 


00,2, ) 
2 OM 


t, t, UG] CREE 1 的 正 整数 ,i=1,…，r. 
证 明 ”充分 性 由 引 理 1 Jordan 标准 形 相 似 于 
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JU A) 
JO A) 
ЛО, а) 
JECO star) 
0 
0 
ЈО À t) 
J(V At) 
JO,064) 
JO, 4.) 
. 0 
\ 0 
故 4 有 平方 根 . 


必要 性 由 引 理 1 得 证 . О 
Жі 由 引 理 1 及 定理 4, 易 给 出 存在 平方 根 的 方 阵 的 平方 根 
#2 ”类似 地 可 讨论 复方 阵 的 3 次 甚至 nn 次 根 的 存在 性 . 
下 面 考虑 矩阵 方程 (7) 在 实数 域 R 上 的 情形 . 
引 理 2 b A.B 为 实 方 阵 , 则 
A BS ASB. 
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0 0 0 —a 

1 0 0- а, 

N- 1 0 一 ao 
o Н 

1 —a 


是 实 系数 多 项 式 
f) = a X71 e basa, 
的 伴 个 矩阵 , 易 知 ,N 的 非常 数 的 不 变 因 子 为 多 项 式 fO). 
设 为 非 实 复数 , 因 
[e ) 
у 
与 N(z,t) 的 不 变 因子 相同 , 故 有 
JG c 
( = ^ne. 
J(z,t) 
引 理 3 设 为 非 实 复数 , 则 
моу DENG). 
证 明 由 于 
JO z м) 


c 


МО z ,D— 


JU x | 


JV z +t) 


c 


N: z ,0)~ | 
JPV z 0 


NERO c 
ч ме. 


Ке» 
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山 引 理 2 ШЖ, 
NU 0) М0). 0 
引 理 4 设 实数 a<0, 则 J(a,t) 在 R 上 无 平方 根 .而 


ДС) 
( TAN, 
在 R 上 有 平方 根 . 
证 明 不 妨 设 J(awt)(a<0) 在 R 上 有 平方 根 A 
Јам) = Al. 


ЖИЙ A, 的 Jordan 标准 形 为 
diagCJ Ca, t) J Cao st) v Cast) y 
u 
(а) 
AL Jat) 
J(a,,t,) 
IN J: A, 的 特征 值 的 平方 等 于 a Ë азага, 均 不 为 零 . 由 引 理 
3 有 
Ја.) 
AL Sin 
J*(a,,t,) 
Јаз.) 
(а) 


^ 


Јаз t) 
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(айм) 


c J(al,t) 
J(a,t)— . 


Ја) 
于 是 ,J(ast) 与 
diag (J Cad t)» Cali) 
有 相同 的 不 变 因子 , 故 
£ al=a,t=t,s=1, 
Ш A, 的 Jordan ЕЈ JI J (V a ,2). 由 a<0 知 ,Va 为 非 实 复 
数 , 因 А, 的 非常 数 不 变 因子 为 
Q-Va?, 

为 非 实 复数 系数 多 项 式 , 矛 盾 ( 因 实 域 上 方 阵 的 不 变 因子 为 4 的 实 
数 多 项 式 ). 故 结论 成 立 . 

ЖИЙ а=—и*#<0,и>0,Й 


Va sui Va m — uim Va. 


于 是 ， 
c [Jii t) : 
мао FE ) 
J Cid t) 
bara ) 
Е Ше 
c [J last) 
~( dua 
由 引 理 2, 即 有 
ам) 
мао ен JG 小 
а, 
JG xl 
( PILLE 
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定理 6 ”实数 域 上 方 阵 A 有 平方 根 当 且 仅 当 4 在 实数 域 上 
相似 于 ( 即 实数 域 上 的 标准 形 ) 分 块 矩 阵 
diag СМ, No №), 
其 中 N, 形 如 如 下 之 一 : 
D (at) ,a>0; 


ü) Nla 十 bi,t) ,a 十 bi 为 非 实 复数 ; 
A 


iii) dad) 
tot; 为 相等 或 相 邻 的 正 整 数 ; 


JO) 
( »5«0; 


iv) 


TM 

„в 

证 明 设 实 和 矩阵 A 有 平方 根 ALBI АТА. 不 妨 设 А, 的 
Jordan 标准 形 为 

diag С ai s) JG 
ДИН аза, a, Ж A, 的 特征 值 . 从 而 
A= At diag Саа). 
MHIS 3,4 知 :车 a, 为 非 0 实数 , 则 
PaE atst) ,аЁ>0; 


R (JCO,1) 

лоо Уф Ыр? 

hsl, 为 相同 或 相 邻 的 正 整数 : 若 а, 为 复数 ,由 于 实 系数 多 项 式 的 

复 根 成 对 出 现 , 故 А, 的 Jordan 标准 形 中 有 Jordan JR J (a, t), 5 

di Jordan $ J Ca; D) ifj 
ШО 
( Ua А мао 

J'(a;,t) 


或 
[Aon )„ь<о, 
JO, 

故 必要 性 得 证 . 

反之 ,由 引 理 3,4 知 , 形 如 iD 一 v) 的 分 块 矩 阵 均 有 平方 根 , 故 
A 有 平方 根 、 D 

我 们 易 证 得 四 元 体 Q 上 的 情形 . 

定理 7 设 4EQ”", 则 4 有 平方 根 当 仅 且 当 A 的 Jordan bi 
准 形 如 


JO) 
JO) 
Ji 
EA 
0. 
其 中 
D AWIE OMM i=l, ki 
Е NO 
i) =( PM 


t,t 为 相同 或 相 邻 的 正 整数 ,i 二 1,…，r; 

ii) 分 块 和 矩阵 的 级 数 之 和 为 n 

最 后 我 们 给 出 更 一 般 的 结果 : 

定理 8 方程 (6) 有 解 当 且 仅 当 若 A 的 相应 于 特征 值 0 的 初 
等 因子 为 (ha S), 
JEP n zemmazm0.2a-osam , 

Ti noetval,r=0,1%,k—1. D 
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和 矩阵 方程 是 线性 代数 中 一 个 非常 有 活力 的 课题 。 我 
们 在 众多 先生 的 鼓励 和 支持 下 ,出 版 了 这 本 《线性 代数 研 
究 一 一 体 与 环 上 的 矩阵 方程 》, 权 作 我 们 学 习 \ 研 究 矩 阵 
方程 的 一 个 总 结 。 
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